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Resumen

Los Robots Manipuladores Aéreos constituyen un campo de in-
vestigación de alto interés científico y tecnológico, al combinar la
capacidad de movilidad de un vehículo aéreo con la destreza y ca-
pacidad de manipulación de un brazo robótico. El estudio de estos
sistemas plantea un desafío fundamental en el modelado y control
coordinado de estructuras robóticas acopladas altamente no lineales,
con redundancia cinemática y acoplamiento dinámico.
Esta tesis tiene un carácter predominantemente científico, orientado
al avance del conocimiento en el modelado y control coordinado de
un sistema acoplado formado por un brazo robótico de configuración
antropomórfico y una plataforma aérea tipo hexarrotor. Se propo-
ne una arquitectura de control centrada en el extremo operativo,
sustentada en modelos cinemáticos y dinámicos generalizados que
permiten describir rigurosamente las restricciones y capacidades del
sistema.
Se diseñan algoritmos de control que explotan la redundancia del sis-
tema para ejecutar simultáneamente tareas primarias y secundarias,
enfocadas en la optimización energética y maximización de mani-
pulabilidad sin comprometer la estabilidad. Además, se implementa
un esquema de control servo-visual bioinspirado, capaz de reali-
zar seguimiento y captura de objetivos móviles y fijos, integrando
sensores de percepción y adaptabilidad dinámica.
Todas las estrategias propuestas incorporan un análisis formal de
estabilidad y robustez frente a perturbaciones, lo que respalda su
validez teórica y desempeño bajo condiciones reales. Los resultados
teóricos y experimentales respaldan la efectividad de la arquitectura
propuesta y contribuyen al entendimiento de la interacción entre
plataforma aérea y brazo robótico.
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Abstract

Aerial Manipulator Robots represent a field of research of high
scientific and technological interest, as they combine the mobility
of an aerial vehicle with the dexterity and manipulation capability
of a robotic arm. The study of such systems poses a fundamental
challenge in themodeling and coordinated control of coupled robotic
structures that are highly nonlinear, kinematically redundant, and
dynamically coupled.
This thesis has a predominantly scientific character, oriented toward
advancing the state of knowledge in the modeling and coordinated
control of coupled aerial systems. A control architecture centered
on the end-effector is proposed, supported by generalized kinematic
and dynamic models that rigorously describe the constraints and
capabilities of the system.
Control algorithms are designed to exploit the system’s redundancy
for the simultaneous execution of primary and secondary tasks,
focusing on energy optimization and the maximization of manipu-
lability without compromising stability. In addition, a bioinspired
visual servo control scheme is implemented, capable of tracking
and capturing both moving and stationary targets by integrating
perception sensors and dynamic adaptability.
All proposed strategies incorporate a formal analysis of stability and
robustness against disturbances, which supports their theoretical
soundness and performance under real conditions. Theoretical and
experimental results validate the effectiveness of the proposed archi-
tecture and contribute to a deeper understanding of the interaction
between the aerial platform and the robotic arm.
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CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. Antecedentes

1.1.1. Robótica

La robótica es el conjunto de conocimientos teóricos y prácticos que involucra el
diseño y la fabricación de robots para usos prácticos. La robótica enlaza múltiples
disciplinas como: la informática, electrónica, mecánica, matemática, control,
entre otras disciplinas que permiten la construcción y control de robots con la
capacidad de funcionar de forma autónoma o semiautónoma, además de que
realicen trabajos que resulten repetitivos o peligrosos para el ser humano [1, 2].
En definitiva, la robótica ayuda en el entorno brindando seguridad y calidad.
Tomando en cuenta la funcionalidad del robot, existen dos tipos de robots que
actualmente son de mucha importancia dentro del campo de la robótica; estos
son: los robots industriales y los robots de servicio.
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(a) Robot Ready2 spot KUKA in-
dustrial para soldadura [3].

(b) Robot YUMI industrial de do-
ble brazo marca ABB [4].

(c) Robot articulado industrial RV-FR
marca Mitsubishi [5].

Figura 1.1: Robots Industriales.

La robótica industrial es la tecnología que permite automatizar procesos en en-
tornos industriales. Los robots más utilizados para la industria son los conocidos
manipuladores robóticos, que van desde tamaños pequeños hasta varios metros
de altura. Este tipo de robots se caracteriza por realizar tareas repetitivas pre-
programadas, tiene la capacidad de trabajar con elementos de gran tamaño y
peso, por lo tanto, necesita de medidas de seguridad estrictas con el fin de evitar
accidentes dentro del campo laboral: vallado, cerramiento o bloqueo de acceso,
entre otros [6]. La Figura 1.1 muestra algunos tipos de robots industriales.
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1.1.2. Robótica de Servicio

La robótica de servicio es empleada para uso profesional y personal. Un robot
de servicio se define como un robot que trabaja de forma autónoma o parcial-
mente autónoma para el servicio del bienestar de los seres humanos, excluyendo
operaciones manufactureras (Definición ISO TC 184/SC2). Los robots de servicio
poseen muchas aplicaciones: i) para el servicio del ser humano, en protección,
asistencia médica, entretenimiento y seguridad; ii) servicio a equipos en manteni-
miento, reparación y limpieza; iii) funciones autónomas en vigilancia, transporte
y manipulación de objetos, adquisición de datos, monitoreo e inspección. Entre
las principales diferencias de un robot de servicio y un robot industrial se desta-
can: la locomoción, que dota al robot de la capacidad de desplazarse en diferentes
medios; el aspecto físico de un robot de servicio, a diferencia de los industriales,
en general es de tamaño y peso más reducidoss; los robots de servicio no están
diseñados para realizar tareas que son repetitivas con cargas elevadas. Por lo
tanto, los robots de servicio tiene la capacidad de tomar decisiones de forma
autónoma, evitar obstáculos durante la ejecución de la tarea, transportar objetos
de un lugar hacia otro de forma segura, reconocer e identificar a los humanos
para evitar accidentes; es decir, este tipo de robots cuenta con la capacidad de
interactuar con los seres humanos [7, 8]. En función de la gran demanda que
presentan los robots de servicio, la tecnología ha permitido cada vez mejorar el
desempeño y la arquitectura interna y externa de los robots, incorporando la
ciencia de la inteligencia artificial, sistemas de visión, computación adaptativa y,
sobre todo, controladores que permiten mejorar la eficiencia en la ejecución de
tareas, aumentando el grado de autonomía y el rango de trabajo de este tipo de
robots [9].

En la actualidad existenmúltiples tipos de robots de servicio que atienden grandes
necesidades de los seres humanos; entre estos tenemos: robots domésticos, que
se encargan de las tareas cotidianas en el hogar, como aspiradoras, robots de
vigilancia interna, robots de cocina, entre otros; robots para la exploración, que
prácticamente son robots móviles utilizados para la inspección y rastreo en
entornos de alto riesgo [10]; robots de asistencia médica, como son las prótesis
robóticas y los robots que se usan para asistencia a los cirujanos [11]; los robots
militares, que ayudan en el apoyo de operaciones militares. Este tipo de robots
puede presentar diferentes morfologías según su aplicación: existen robots aéreos
para vigilancia, robots para la carga de equipamiento militar, robots de espionaje,
entre otros [12]. Algunos tipos de robots de servicio se presentan en la Figura 1.2.
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(a) Robot Toyota T-HR3 para asistencia en
hogar [13].

(b) Robot Da Vinci, primer robot cirujano
[14].

(c) Vehículo terrestre cuadrúpedo no tripula-
do (Q-UGV) [15].

Figura 1.2: Robots de Servicio.

1.1.3. Robóts Aéreos

Los vehículos aéreos no tripulados (VANTs) o Unmanned Aerial Vehicles por sus
siglas en inglés (UAVs) han generado increíbles avances tecnológicos en temas
de navegación autónoma, percepción, obtención de mapas, evasión de obstáculos
y la autolocalización [16, 17, 18]. Temas que han sido de gran ayuda para que
los robots no se limiten en cuanto al espacio de trabajo en la ejecución de tareas
como: inspección [19], transporte de carga a zonas inaccesibles [20], agricultura
de precisión [21], vigilancia [22], mapeo y modelado 3D [23], monitoreo de ríos o
lagos y tareas de alto riesgo para las personas [24]. Existen diversas alternativas
que permiten a los UAVs realizar tareas activas como la carga y el transporte de
objetos. Inicialmente, el transporte de objetos con plataformas aéreas se realiza
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mediante el uso de cuerdas flexibles montadas en la parte inferior; por ejemplo,
[25] propone el control de un cuadrirrotor con cuerda para trasladar objetos de
forma autónoma, evitando colisionar con obstáculos durante la ejecución de la
tarea del UAV; en [26] proponen algo algo más sofisticado, que permite trasladar
objetos sujetos de una cuerda por medio de dos UAVs. Este tipo de propuesta
permite trasladar objetos de mayor tamaño a grandes distancias y en menor
tiempo que los robots móviles; sin embargo, se necesita de dos robots aéreos para
cumplir con esta tarea. Existen otras propuestas desarrolladas que permiten a los
vehículos aéreos realizar tareas de transporte que conllevan grandes distancias
y presentan difícil acceso para los robots móviles terrestres, como en [27, 28].
Las diferentes formas de transportar cargas con los UAVs contemplan varias
limitantes, entre ellas: el peso y tamaño de la carga, tamaño del robot, autonomía
y espacio de trabajo. Por lo tanto, no están en capacidad de desarrollar tareas que
demanden mayor complejidad y precisión. La solución a estas limitaciones es
la incorporación de uno o más grados de libertad a las plataformas aéreas. Este
tipo de robots son conocidos comoManipuladores Aéreos.

1.1.4. Manipuladores Aéreos

Un manipulador aéreo es típicamente un vehículo aéreo no tripulado (UAV) que
lleva montado en su estructura uno o varios brazos robóticos de diferentes grados
de libertad (DoF), los cuales representan la cantidad de movimientos indepen-
dientes que el brazo puede realizar, como giros, desplazamientos y rotaciones
en diversos ejes. Este tipo de robots permiten transportar y manipular objetos
con mayor precisión dada la cantidad de redundancia que presenta el sistema
robótico, ya que combina la capacidad de manipulación de un brazo robótico de
base fija con la movilidad de una plataforma aérea [29, 30, 31].

Para la construcción de un manipulador aéreo, es aconsejable que el brazo robó-
tico esté cerca del centro de masa de la plataforma aérea, esto con el propósito
de evitar cambios grandes en la dinámica por la modificación de los momentos
de inercia que se generan cuando el brazo robótico realiza movimientos [32, 33].
La complejidad de implementar y controlar este tipo de robots está en función
al tipo de brazo robótico que se acople al fuselaje de la plataforma aérea. Esto
debido a que al aumentar grados de libertad, aumenta tamaño, peso y sobre todo
aumenta los efectos dinámicos que produce el brazo robótico. Algunos ejemplos
de manipuladores aéreos se pueden observar en la Figura 1.3.
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(a)Manipulador aéreo CORE [34]. (b) Manipulador aéreo dual [35].

(c) Manipuladores aéreos existentes

Figura 1.3:Manipuladores aéreos.

1.2. Motivación

La motivación para esta tesis se basa en la necesidad de mejorar el control y la
funcionalidad de los robots aéreos, que hoy en día se limitan principalmente a
realizar tareas activas, como la manipulación y agarre de objetos. A pesar de que
existen distintos tipos de robots aéreos, tales como los de ala fija, ala rotativa,
planeadores y globos, todos cuentan con la limitación de no poder interactuar
físicamente con su entorno. Sin embargo, al combinar un robot aéreo con un
brazo robótico, surgen los manipuladores aéreos, estos robots cuentan con la
capacidad de vuelo y de manipulación, abriendo nuevas posibilidades para tareas
más complejas y diversas en diferentes sectores como el rescate, la industria, la
logística y la inspección.

El movimiento de un robot manipulador aéreo está comandado por algoritmos
o esquemas de control que aseguran que los actuadores de todo el sistema se
muevan de forma coordinada para cumplir la tarea deseada. Para que estos es-
quemas de control funcionen de manera eficiente, se requiere un entendimiento
profundo de los modelos cinemáticos y dinámicos que describen el comporta-
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miento completo del sistema. Es crucial tener en cuenta las características de
la estructura mecánica, los actuadores y los sensores del manipulador aéreo, lo
que hace necesario realizar una modelación precisa del sistema. Aunque se han
desarrollado modelos cinemáticos para manipuladores aéreos, estos han sido
principalmente aplicados a escenarios de bajas velocidades y cargas ligeras, lo
que limita su aplicabilidad en situaciones de alta velocidad y cargas pesadas.

Uno de los grandes desafíos que enfrentan los manipuladores aéreos es el control
de las dinámicas acopladas entre la plataforma aérea y el brazo robótico. Estas
dinámicas complejas dificultan la tarea de controlar el sistema de forma unificada,
ya que es necesario mantener tanto la estabilidad de vuelo de la plataforma aérea
como la precisión en la manipulación y agarre de objetos. Además, la autonomía
del robot para realizar tareas sin la intervención humana es una prioridad, pero
sigue siendo un desafío técnico significativo. Estos obstáculosmarcan la necesidad
de desarrollar esquemas avanzados de control que puedan optimizar tanto el
rendimiento del manipulador aéreo como su capacidad para operar de forma
autónoma y eficiente en una variedad de entornos dinámicos.

Superar estos desafíos no solo tiene un gran aporte desde el punto de vista
académico, sino que también tiene un impacto directo en aplicaciones prácticas.
Al mejorar el control y la capacidad de los manipuladores aéreos, es posible
generar nuevas tecnologías que refuercen su impacto en sectores clave como la
robótica de servicio, en la industria, la inspección de infraestructuras, el rescate
en áreas de difícil acceso y muchas otras áreas. En última instancia, esta tesis
busca contribuir a la evolución de la robótica aérea, desarrollando soluciones
innovadoras que permitirán a estos robots llevar a cabo tareas complejas de
manera autónoma, precisa y eficiente.

1.3. Estado del Arte

Inicialmente, el transporte de objetos con plataformas aéreas se realiza mediante
el uso de cuerdas flexibles montadas en la parte inferior; por ejemplo [25] pro-
pone el control de un cuadrirrotor con cuerda para trasladar objetos de forma
autónoma, evitando colisionar con obstáculos durante la ejecución de la tarea del
UAV. En [26, 36] proponen algo algo más sofisticado, que permite trasladar obje-
tos sujetos de una cuerda por medio de dos UAVs. Este tipo de propuesta permite
trasladar objetos de mayor tamaño a grandes distancias y con menor tiempo que
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los robots móviles terrestres, sin embargo, se necesita de dos robots aéreos para
cumplir con esta tarea. Las diferentes formas de trasportar cargas con los UAVs
contemplan varias limitantes, entre ellas, el peso y tamaño de la carga, el tamaño
del robot, autonomía y espacio de trabajo. Además, no están en condiciones de
realizar tareas de manipulación sobre el entorno. La solución a estas limitaciones
es la incorporación de uno o más grados de libertad a las plataformas aéreas.
Este tipo de robots son conocidos como Manipuladores Aéreos.

1.3.1. Manipuladores Aéreos

Los primeros manipuladores aéreos, estaban conformados por plataformas de
uno o varios rotores, contaban con una garra o sistema que permita sujetar
de forma autónoma objetos. En el año 2011 en [37] desarrollan un robot para
agarrar objetos y posteriormente pasar a vuelo con la carga. La plataforma aérea
empleada es un helicóptero de radiocontrol (T-Rex 600) y el mecanismo de agarre
está instalado en la parte inferior del helicóptero cercano al tren de aterrizaje.
Para sujetar cargas la aeronave se aproxima al objeto y cierra la garra para cargar
el objeto. El control para mantener la estabilidad del sistema con carga lo hacen
mediante un controlador tipo PID.

En [38] analizan la estabilidad del sistema, mediante el modelo dinámico del
helicóptero agregan la variación del momento de inercia que produce la carga
sobre la plataforma. Por medio de esta variación controlan el balance del heli-
cóptero manteniendo el centro de gravedad en equilibrio, es decir, el objetivo
es mantener estable el helicóptero de forma horizontal (Figura 1.4a). De igual
forma, la misma metodología para agarre aéreo se implementa en [39]. Aborda
la mecánica, el diseño y el control del agarre aéreo. Utilizan el modelo dinámico
de un cuerpo rígido y posteriormente estiman parámetros inerciales cuando el
robot agarra el objeto. El control está enfocado en asignar las acciones de control
para mantener el centro de gravedad en equilibrio y se estiman los parámetros
para determinar la posición del centro de gravedad del sistema con la carga.
En este tipo de sistema no existe mayor complejidad en realizar el control, ya
que la garra permanece fija y únicamente existe cambio de masa del sistema al
momento de llevar el objeto (Figura 1.4b).

Años más tarde los métodos de agarre evolucionan, incorporando un grado
más de libertad a la plataforma aérea para agarrar objetos a altas velocidades
[40]. El sistema está inspirado en la caza aérea de presas. Está conformado por
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Micro Unmanned Aerial Vehicle (MAV) de tipo cuadrirrotor y un gripper de tipo
garra con un grado de libertad. Utilizan el modelo simplificado de la plataforma
tomando en cuenta la dinámica acoplada con el gripper. El modelo simplificado
del sistema únicamente considera el desplazamiento sobre el plano X-Z, ya que el
agarre lo hace de forma frontal y cierta altura del objeto. Por lo tanto, controlan
la altura, el desplazamiento frontal y agregan el control del ángulo deseado de
cabeceo del cuadrirrotor (Figura 1.4c). Esta implementación permite agarrar
objetos a mayor velocidad sin tener la necesidad de posarse sobre el objeto de
interés como los descritos anteriormente.

(a) Manipulador aéreo Yale para trans-
porte [37].

(b) Manipulador aéreo para agarre y
transporte [39].

(c) Agarre inspirado en las aves [40].

Figura 1.4:Manipuladores aéreos para agarre y transporte de objetos.

Los sistemas que contemplan garras para sujetar objetos tienen como limitante
el manipular objetos con mayor libertad. Es por ello que, para mejorar esta
limitación, se incorpora más grados de libertad a la plataforma aérea. Sin embrago,
al extender los grados de libertad aumenta la complejidad de obtener el modelo
y sobre todo su dinámica se vuelve más compleja. La complejidad de controlar
y desarrollar un manipulador aéreo evoluciona en función al tipo de brazo
robótico que se incorpore en la plataforma aérea. Por ejemplo, en [41] diseñan un
sistema con un manipulador de tipo paralelo. La plataforma aérea es el hexarrotor
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ASTEC NEO, el UAV es capaz de llevar hasta 1 Kg de carga útil (Figura 1.5a).
Esto permite instalar un brazo robótico tipo paralelo de bajo peso. Presentan el
modelo cinemático del manipulador aéreo considerando de forma conjunta todo
el sistema. Además, obtienen el modelo dinámico del robot de forma conjunta
con el manipulador tipo paralelo. Los resultados experimentales consisten en
comparar la posición estimada del extremo operativo con el medido por un
sistema de visión. La predicción de los estados del UAV es por medio de un filtro
extendido de Kalman (EKF); y la medición es realizada por un sensor de posición
(Vicon). Para validar el modelo dinámico lo realizan mediante la estimación de
las fuerzas sobre el UAV y de igual forma para los torques del manipulador. El
torque es obtenido de forma indirecta a través de la medición de corriente de
los motores. Este tipo de manipulador aéreo tiene un amplio espacio de trabajo
sobre el plano al poseer un manipulador tipo paralelo. Sin embargo, para lograr
desplazamientos en el eje hay que incluir el movimiento del UAV para lograr
interactuar en el espacio.

Otro tipo de manipulador aéreo que permite la interacción con el medio, son
aquellos que cuentan con un brazo robótico que permite detectar fuerza y median-
te esto se agrega la interacción con el espacio de trabajo para tareas de contacto
físico (tareas activas). En [42] desarrollan un manipulador aéreo con un brazo
robótico de 3 DoF que permite la interacción con el medio a determinada altura.
El extremo operativo cuenta con un sensor para determinar el contacto físico
con superficies. Establecen el modelo dinámico simplificado, conjuntamente con
el brazo robótico. Plantean un control en cascada para la actitud del sistema y la
posición lateral. El controlador está basado en la pasividad (Figura 1.5b). De igual
manera, en [43] presentan un manipulador aéreo para tareas de inspección por
contacto físico en superficies, el extremo operativo posee un sensor de fuerza A
6-axis Force/Torque sensor) y el brazo robótico esta instalado en la parte superior
de la plataforma aérea. El control implementado es de tipo PID que controla los
ángulos de navegación del sistema (roll, pitch y yaw) el manipulador se pueden
ver en la (Figura 1.5c). En [44] presentan unmanipulador con el mismo sistema. El
brazo robótico está instalado en la parte superior del UAV. Para estimar la fuerza
de contacto lo hacen a través de la medición de corriente, los autores plantean
un control de fuerza para la interacción con el medio. El modelo dinámico del
sistema está en función a fuerzas y torques (Figura 1.5d). Así como estos tipos de
manipuladores existen otros que pueden interactuar con superficies [45].

Como se pueden ver según la tarea a ejecutar, pueden existir diferentes tipos
de manipuladores aéreos para agarre o interacción con el medio. Ahora, con el
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(a)Manipulador aéreo con hexacóptero
ASCTEC NEO [40].

(b)Manipulador aéreo con cuadrirrotor
AscTec Pelican [42].

(c) Multirrotor con brazo robótico con-
formado de 1 DoF [43].

(d) Cuadrirrotor Lumenier QAV400 con
manipulador de 1 DoF [44].

Figura 1.5:Manipuladores aéreos para interacción física con el medio.

objetivo de realizar tareas mucho más complejas que conlleve agarre, interacción
con el medio y manipulación de objetos, es decir, sean capaces de realizar tareas
activas y pasivas, cuentan con brazos robóticos de múltiples DoFs, e incluso
existen trabajos que involucran sistemas con más de un brazo robótico sobre
la plataforma área. En [46] diseñan un manipulador aéreo con un brazo robó-
tico de 5 DoF colocado en la parte inferior del UAV. Estudian la dinámica en
dos fases, la primera cuando el brazo robótico se encuentra en reposo, en otras
palabras, únicamente en vuelo libre sin realizar movimientos del brazo robótico;
y el segundo estudio es cuando el brazo se encuentra en movimiento durante
la tarea. El control se realiza de forma separada, es decir, la plataforma aérea
tiene su propio control de actitud y posición, mientras que el brazo robótico
tiene su propio control ya que es un brazo con servos de la marca Dynamixel
e internamente incorporan controladores PIDs para fijar la posición deseada.
Comparan los ángulos de navegación del sistema cuando el brazo se mantiene
estable y cuando el brazo robótico realiza algún movimiento. Los autores no
establecen ningún modelo para realizar el control, únicamente realizan compara-
ciones del comportamiento del sistema (Figura 1.6a). En [47] realizan pruebas de
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un manipulador aéreo con un brazo robótico de 6 DoF. Los autores obtienen el
modelo cinemático del sistema en conjunto (Figura 1.6b). El modelo dinámico lo
obtienen a través de la metodología de Newton-Euler. La dinámica del sistema
está considerada por partes, definen el modelo dinámico de la plataforma aérea y
utilizan un modelo simplificado para el brazo robótico, en conclusión, el modelo
dinámico acoplado no está definido. Proponen un control servo-visual con la
configuración cámara a mano y realizan pruebas experimentales en un entorno
de laboratorio totalmente controlado. En [48] presentan un manipulador aéreo
guiado por visión estéreo para fijar objetivos. El sistema cuenta con una platafor-
ma aérea de tipo hexarrotor (AscTec NEO). Diseñan un brazo robótico planar
de 4 DoF (Figura 1.6c). Proponen el modelo cinemático del sistema para realizar
el control de la posición del extremo operativo y la orientación del hexarrotor.
La configuración del brazo es fija en toda la tarea. Los autores no consideran el
modelo dinámico del sistema, únicamente trabajan con la cinemática.

La ubicación del brazo robótico en la plataforma aérea puede ser colocado no
solo en la parte inferior del UAV, existen manipuladores aéreos que cuentan
con el brazo robótico ubicado en la parte superior de la plataforma aérea. En
[49] desarrollan un sistema con un brazo robótico de 4 DoF ubicado en la parte
superior de la aeronave (Figura 1.6d). Es empleado en tareas de contacto para
la inspección de las superficies de puentes, el objetivo es medir las grietas y
deflexiones de las vigas. Esta configuración permite que la aeronave se posicione
por debajo del puente, mientras que el brazo robótico realiza la tarea de inspección.
El manipulador aéreo está conformado por un octarrotor, definen la dinámica
del sistema de forma conjunta, mediante un modelo reducido del brazo robótico.

Para tareas en que la plataforma aérea puede tener impacto u obstáculos en el
camino para llegar al objetivo final, se plantea manipuladores aéreos con alto
rango de alcance del extremo operativo, es decir, el brazo robótico cuenta con
eslabones extendidos, como es el caso de [50]. Los autores emplean este tipo de
manipulador aéreo ya que las hélices del UAV pueden llegar a colisionar, esto
restringe la aplicación de los manipuladores aéreos. Los autores desarrollan un
brazo con 2 DoF y proponen un control por fuerza (Figura 1.6e). Presentan el
modelo cinemático del sistema que representa la posición del extremo operativo
y el modelo dinámico que desarrollan los autores es de forma conjunta, el sistema
UAV más el brazo robótico. La metodología empleada es de Euler-Lagrange para
obtener un modelo en función a fuerzas y torques que actúan sobre el robot. Los
comandos de referencia de control son generados por un operador externo que
inyecta velocidades de referencia y fuerza. Por otro lado, en [51] presentan un
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manipulador aéreo para la inspección y mantenimiento en tuberías extensas den-
tro de industrias de petróleo o de gas, industrias químicas, y entre otras industrias
que cuentan con tuberías (Figura 1.6f). El robot está diseñado para desplazarse y
aterrizar sobre las tuberías. El control implementado es realizado por partes entre
la plataforma aérea y el manipulador. En [30] los autores presntan a evolución de
los manipuladores aéreos, desde los primeros multirrotores con brazos simples
hasta plataformas totalmente actuadas con percepción y planificación avanzada.
Destaca los avances en control, interacción física y cooperación multirrobot, y
señala como retos futuros la autonomía, precisión, seguridad y eficiencia ener-
gética de estos sistemas, en este se puede observar las varias aplicaciones y los
resultados existentes sobre este tipo de sistema robóticos.

(a) Manipulador aéreo
CSAM [46].

(b)Manipulador Aéreo con
brazo de 6 DoF [47].

(c) Manipulador aéreo
CARMA [48].

(d)Manipulador aéreo pa-
ra la inspección de puentes
[49].

(e) Manipulador aéreo de
largo alcance con articula-
ción flexible [50].

(f)Manipulador aéreo ro-
dante para inspección de
tuberías [51].

Figura 1.6:Manipuladores aéreos con brazos robóticos de múltiples DoFs.

1.3.2. Modelo y Control

Con el objetivo de llevar a cabo diferentes tareas con robots manipuladores
aéreos, se han diseñado controladores que son comúnmente estudiados desde
una perspectiva general, empleando la cinemática y dinámica que conforma la
configuración del robot. Dependiendo del tipo de control requerido, el robot
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puede ser estudiado de forma conjunta (brazo robótico más vehículo aéreo) o
de forma independiente (brazo robótico y vehículo aéreo), donde los puntos de
interés son dependientes de este tipo de análisis. En [52] emplean el control
para posicionar el extremo operativo del robot, la posición del efector final está
determinada por el cálculo de la cinemática del brazo robótico de 6 DoF, mediante
la cinemática inversa del brazo obtienen los valores de las articulaciones para
llegar a la posición deseada. Posteriormente realizan el control con dinámica para
generar los torques de control para el sistema. El modelo cinemático del robot es
obtenido de forma independiente, es decir, no se considera como un solo sistema
la plataforma aérea y el brazo robótico. En [53] presentan el modelo cinemático
de un manipulador aéreo con un brazo robótico de 7 DoF. El modelo cinemático
define la posición y orientación del extremo operativo. Los autores obtienen el
Jacobiano del sistema total que relaciona las velocidades del espacio de trabajo
con las velocidades del sistema. Además, el modelo dinámico del sistema lo
hacen de similar forma que en [54], donde, consideran el modelo dinámico con
el centro de masa desplazado en función de la posición del brazo robótico. Por lo
tanto, emplean la dinámica acoplada del sistema total. Proponen un controlador
robusto para la plataforma aérea, mientras que para el brazo robótico se lo
hace mediante cinemática inversa por medio de un control de posición tipo PID
(Proporcional Integral Derivativo). Por otro lado, en [55] proponen el uso del
manipulador aéreo con el objetivo de abrir y cerrar objetos de tipo cajón. El
análisis que desarrollan los autores es de forma combinada entre el UAV y el
brazo robótico para manipular el objeto que se desplaza en dirección única. El
control implementado en el sistema es directamente sobre el modelo dinámico
del robot. Para retroalimentar el lazo de control miden la posición del robot y
estiman las velocidades en función a la posición del robot.

El modelo dinámico y cinemático de robots manipuladores aéreos están estu-
diados en [29]. Presentan esquemas de control y métodos para el desarrollo
de modelos cinemáticos y dinámicos de manipuladores aéreos. Sin embargo,
los autores trabajan al modelo dinámico en función a fuerzas y torques que
interfieren sobre el sistema. Presentan múltiples trabajos y aplicaciones de los
manipuladores aéreos. De igual forma en [56] presentan dos metodologías para
el desarrollo de modelos dinámicos de diferentes configuraciones de los mani-
puladores aéreos: i) modelo dinámico por la metodología de Newton-Euler; y ii)
modelo dinámico por la metodología de Euler-Lagrange. Lo modelos obtenidos
están de igual manera expresados en fuerzas y torques que interfieren en el
sistema completo, consideran el acoplamiento dinámico de los robots para cada
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tipo de formulación. Los aportes más importantes al campo de investigación
de sistemas de manipuladores aéreos con capacidad de manipulación avanzada
para la inspección y el mantenimiento industrial se han hecho en proyectos
como AEROARMS [57] y AEROWORKS [58], que son proyectos financiados por
la Comunidad Europea. En [59] presentan un análisis exhaustivo de tipos de
modelo y control de manipuladores aéreos. Los trabajos comparados presentan
los modelos dinámicos en función a fuerzas y torques, pero no en función a
velocidades de referencia. Sin embargo, en el análisis que realizan los autores es
de gran importancia al comparar el enfoque de modelado, enfoque de control,
tipo de aplicación y tarea de manipulación.

Como se pueden ver las aplicaciones de los robots aéreos cubren múltiples
campos y cuentan con gran adaptabilidad al ambiente en el que desarrolla la
tarea gracias a la configuración del manipulador aéreo con uno o más brazos
robóticos [31, 60, 61, 62]. Este tipo de sistemas gracias a la combinación de dos
sistemas robóticos, cuenta con mayor redundancia en comparación a los sistemas
robóticos existentes. Mediante la redundancia del sistema es posible generar
varios objetivos de control, por lo tanto, un robot manipulador aéreo puede
cumplir varios objetivos de control dependiendo el número de grados de libertad
que posea el brazo robótico. Generalmente el brazo robótico es colocado cerca
del centro de masa de la plataforma aérea, con el propósito de evitar cambios
significativos en la dinámica por la modificación de los momentos de inercia que
se generan cuando el brazo realiza movimientos para cumplir con el objetivo
[63].

1.3.3. Consumo de Energía

La autonomía de los robots depende de la energía requerida para ejecutar sus
movimientos, especialmente en tareas que demandan alta precisión. Aunque
hay estudios sobre eficiencia energética en robots aéreos, el consumo de energía
en manipuladores aéreos no ha sido ampliamente investigado. En la literatura
existen algunas propuestos para mejorar la eficiencia energética, tales como:

1. Optimización de hardware: Usar materiales ligeros y componentes más
pequeños para reducir el peso [64].

2. Locomoción multimodal: Combinar diferentes formas de locomoción
para evitar el consumo constante de energía de los motores [65, 66].
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3. Optimización de algoritmos de control: Minimizar el consumo energé-
tico a través de trayectorias y controles eficientes [67, 68, 69].

El gasto energético en los robots aéreos es crucial porque afecta directamente su
autonomía, tiempo de vuelo y eficiencia operativa. Un consumo elevado limita la
duración de las misiones, especialmente en aplicaciones que requieren precisión.
Optimizar el uso de energía es esencial para mejorar el rendimiento y ampliar
las capacidades de estos sistemas.

1.4. Contribuciones

El uso de robots manipuladores aéreos ha cobrado gran relevancia en aplicaciones
que requieren de la capacidad de agarre y la capacidad de interacción con el
entorno, como en inspección remota, mantenimiento industrial y asistencia en
desastres. Sin embargo, el control coordinado de este tipo de sistemas robóticos
representa un gran desafío debido a su alta no linealidad, acoplamiento dinámico
y la necesidad del trabajo conjunto entre el brazo robótico y la plataforma
aérea. El enfoque general de este trabajo se centra en el control del extremo
operativo, considerando al robot como un solo sistema (robot aéreo + brazo
robótico). El controlar un sistema multi-robot como un único sistema acoplado es
crucial para garantizar una operación coordinada y eficiente, entendiendo dicha
coordinación como la integración conjunta de los movimientos de la plataforma
aérea y del brazo robótico. Esta integración permite combinar la capacidad de
desplazamiento de la plataforma aérea, con la precisión del brazo robótico para
agarre y manipulación de objetos.

En este contexto, esta tesis doctoral presenta avances fundamentales en el control
coordinado de manipuladores aéreos, abordando limitaciones presentes respecto
a los enfoques tradicionales y proponiendo soluciones innovadoras que mejoran
el desempeño, la eficiencia energética y la precisión en la manipulación de objetos
con el uso de robots Manipuladores Aéreos (MA). Las principales contribuciones
de esta investigación son las siguientes:
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1.4.1. Modelos Matemáticos Acoplados

Uno de los principales desafíos en el control de robots manipuladores aéreos se
enfoque en la correcta representación de su modelo matemático.

1.4.1.1. Cinemática Acoplada

Se presenta la formulación matemática que describe la relación entre las coor-
denadas articulares del manipulador (plataforma aérea + brazo robótico) y la
posición y orientación del extremo operativo en el espacio de trabajo. En esta tesis
doctoral, se propone un modelo cinemático directo, donde se establece al extremo
operativo del robot como punto de interés a controlar en lugar del centro de masa
de la plataforma aérea. Mediante esto, se obtiene una mejor representación del
comportamiento del sistema en tareas de manipulación, facilitando el desarrollo
de estrategias de control más efectivas. Tomando en cuenta el acoplamiento entre
la cinemática de la plataforma aérea y la del brazo robótico, lo que implica una
transformación adicional desde el marco de referencia del hexarrotor hasta el
extremo operativo del brazo robótico.

A partir de la cinemática directa, se obtiene la cinemática diferencial, que re-
presenta la relación entre las velocidades de las articulaciones y la velocidad
del extremo operativo. La relación se describe por medio de la matriz Jacobiana,
que en este caso tiene dimensiónm× n, dondem > n, lo que indica que es un
sistema altamente redundante, es decir, el número total de grados de libertad del
sistema robóticom (plataforma aérea + brazo) es mayor que las dimensiones del
espacio de trabajo del extremo operativo n. El modelo presentado proporciona la
suficiente información para la implementación de estrategias de control basadas
en la cinemática del sistema, asegurando precisión en la ejecución de tareas y el
trabajo coordinado entre la plataforma aérea y brazo robótico.

1.4.1.2. Dinámica Acoplada en Función a Velocidades

El aporte fundamental en modelación de manipuladores aéreos es la formulación
matemática de un modelo dinámico acoplado basado en la metodología de Euler-
Lagrange, el cual se diferencia de los modelos tradicionales al estar expresado en
términos de velocidades de referencia en lugar de fuerzas y torques.
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El modelo considera el acoplamiento dinámico entre la plataforma aérea y el
brazo robótico, lo cual es esencial para lograr una descripción precisa y efectiva
del comportamiento conjunto del sistema (plataforma aérea + brazo robótico), en
comparación con los enfoques que tratan ambos subsistemas de forma indepen-
diente (plataforma aérea y brazo robótico). Al ser un modelo acoplado, permite
describir cómo los movimientos del brazo robótico afectan la estabilidad y el
control de la plataforma aérea, y viceversa, cómo las acciones de la plataforma
aérea influyen en la operación precisa del brazo robótico. Dado que el brazo
robótico está montado en la plataforma aérea, sus movimientos afectan directa-
mente su comportamiento, modificando tanto su posición como su trayectoria.
A su vez, la plataforma aérea influye en los movimientos del brazo robótico, ya
que debe mantener su estabilidad (equilibrio) mientras ejecuta una tarea con el
extremo operativo. El acoplamiento dinámico es descrito mediante ecuaciones
que capturan las interacciones entre las fuerzas, torques y momentos de am-
bos subsistemas, asegurando el trabajo coordinado para alcanzar los objetivos
deseados de la tarea.

A diferencia de los modelos tradicionales, donde las ecuaciones dinámicas se
expresan en términos de fuerzas y torques, este modelo describe la evolución
del manipulador aéreo en función de velocidades de referencia, lo que permite
definir el comportamiento dinámico del sistema sin la necesidad de calcular
explícitamente estas variables. Además, como la mayoría de los controladores
trabajan directamente con velocidades deseadas, este enfoque se adapta mejor
a los esquemas de control modernos, evitando la necesidad de estimar fuerzas
externas o dinámicas internas complejas, reduciendo la dependencia de sensores
adicionales y simplificando el diseño de controladores.

Ademas, esta representación resulta ser clave, ya que facilita la simulación y
validación de controladores. Dicho de otro modo, al tener la dinámica del robot
en términos de velocidades, la integración numérica del sistema se vuelve más
eficiente y estable, permitiendo simulaciones semejantes al comportamiento real
del robot en entornos de simulación. Esto facilita la ejecución de pruebas previas
a la experimentación real, optimizando parámetros de control y ajustando con
mayor precisión el comportamiento del manipulador aéreo antes de su despliegue
en un entorno real.
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1.4.2. Estrategia de Ahorro Energético

Dado que los robots manipuladores aéreos suelen trabajar en entornos donde la
eficiencia energética es crucial, resulta clave optimizar su consumo energético
con el propósito de maximizar su autonomía. Además, a diferencia de los robots
manipuladores móviles terrestres, estos sistemas robóticos deben mantenerse en
el aire mientras ejecutan las tareas asignadas, lo que genera un alto consumo
energético ocasionado por el esfuerzo continuo que tiene que realizar el robot. En
efecto, una gestión eficiente del consumo energético es esencial para prolongar
el tiempo de operación y mejorar la viabilidad de aplicaciones en inspección,
rescate, mantenimiento industrial y otras tareas en entornos de difícil acceso.

En consecuencia, otro aporte de este trabajo es una estrategia innovadora en-
focada a la optimización del consumo energético para robots manipuladores
aéreos, la estrategia aprovecha la característica que poseen estos robots que es
su alta redundancia. Esta característica permite definir y cumplir con diversas
configuraciones internas que permitan optimizar el uso de los actuadores sin
afectar la tarea principal del robot. Como el sistema cuenta con más grados de
libertad de los estrictamente necesarios para ejecutar una tarea específica, es
posible redistribuir el esfuerzo entre la plataforma aérea y el brazo robótico,
reduciendo la carga energética de la plataforma sin comprometer la precisión ni
el desempeño del manipulador aéreo para ejecutar tareas.

La estrategia de control propuesta está diseñada en función de la naturaleza de
la tarea, en otras palabras, se define matemáticamente configuraciones deseadas
para el robot en función de la tarea a ejecutar. Una configuración para tareas que
requieren movimientos en el eje-Z, donde se prioriza el uso del brazo robótico
para ejecutar los desplazamientos verticales, evitando la necesidad de ajustar la
altitud de la plataforma aérea y reduciendo el consumo energético asociado a
la generación de sustentación adicional. Para movimientos sobre el plano-XY,
donde el brazo robótico realice desplazamientos laterales y longitudinales sin
alterar la posición de la plataforma aérea, disminuyendo así el esfuerzo requerido
para su estabilización. Por último, para los movimientos en el espacio XYZ, la
plataforma aérea y el brazo robótico trabajan de manera conjunta y eficiente en
los desplazamientos tridimensionales.

La estrategia garantiza que la redistribución del esfuerzo entre ambos subsistemas
minimice el consumo de energía sin afectar el desempeño de la tarea principal. Al
reducir la carga energética sobre la plataforma, se facilita la ejecución de tareas
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prolongadas, aumentando la autonomía del robot.

1.4.3. Control No Lineal Unificado en Cascada

En el control de manipuladores aéreos, se han desarrollado diversas propuestas
para abordar los problemas asociados con el control de movimiento. Los métodos
tradicionales suelen centrarse solo en la cinemática del robot o se enfocan de
manera separada en la dinámica de la plataforma aérea y el brazo robótico. Sin
embargo, los controladores en cascada han demostrado ser una solución eficaz
en sistemas robóticos complejos, ya que permiten descomponer el control en
dos bloques, uno para el control cinemático y otro para el controlo con dinámi-
ca. La segmentación de estos enfoques permite un manejo más eficiente de la
interacción entre los subsistemas, donde el control cinemático se encarga de ges-
tionar las tareas específicas del manipulador aéreo para el control de movimiento,
mientras que el control dinámico se dedica a compensar las perturbaciones así
como también las fuerzas y momentos que afectan al sistema. De esta manera,
ambos esquemas trabajan de forma conjunta para garantizar un control preciso
y estable, optimizando la ejecución de las tareas sin comprometer el rendimiento
del manipulador aéreo.

Por lo tanto, en esta tesis se presenta un esquema de control unificado en cascada
para manipuladores aéreos, el cual está conformado por dos bloques:

1. Control Cinemático No Lineal Unificado.

2. Control de Compensación Dinámica en Cascada.

1.4.3.1. Control Cinemático No Lineal Unificado

El control cinemático no lineal se encarga de generar las velocidades de referen-
cia necesarias para posicionar y orientar el extremo operativo del manipulador
aéreo. El control cinemático no lineal permite resolver los tres problemas de
control de movimiento por medio de una única ley de control, en otras palabras,
una ley de control unificada que permite cumplir con el control de posición, el
control de seguimiento de trayectorias y el control de seguimiento de camino
del robot manipulador aéreo; todo esto mediante la modificación de las refe-
rencias de entrada del controlador. Por otro lado, como el robot resulta ser un
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sistema altamente redundante, el esquema propuesto permite integrar objetivos
secundarios de control, como el caso del ahorro de energía, la maximización
de manipulabilidad del brazo robótico, evitar que el brazo robótico entre en
configuraciones de singularidad, evasión de obstáculos, la distribución eficiente
de esfuerzos en los actuadores, ente otros objetivos de control.

1.4.3.2. Control de Compensación Dinámica en Cascada

El control de compensación dinámica en cascada permite compensar la diná-
mica del robot en tiempo real, asegurando la estabilidad y precisión durante
la ejecución de los movimientos generados por el control cinemático no lineal.
Este compensador dinámico opera como un segundo nivel de control, ajusta las
señales de control en función de las perturbaciones inducidas por el entorno
y por las fuerzas y torques que se generan por la interacción entre la platafor-
ma aérea y el brazo robótico, permitiendo ajustar en tiempo real la señal de
referencia para que los actuadores logren mantener la estabilidad del sistema,
incluso bajo condiciones dinámicas complejas. De este modo, garantiza que el
manipulador aéreo no solo cumpla con las tareas cinemáticas, sino que también
responda adecuadamente a las variaciones del entorno, mejorando la precisión
del movimiento y asegurando un control estable durante toda la operación.

Cabe destacar que, para el desarrollo del esquema de control propuesto, se emplea
la teoría de métodos numéricos avanzados, lo que permite una solución eficiente
de las ecuaciones de control en tiempo real, facilitando una integración estable
del sistema, reduciendo la carga computacional y mejorando la precisión de las
respuestas del manipulador aéreo. Gracias a esta aproximación, el esquema pro-
puesto se adapta a diversas arquitecturas de control y facilita su implementación
en hardware.

1.4.4. Control Servo-Visual Bioinspirado

El control servo visual para agarre y manipulación de objetos mediante robots
aéreos es un enfoque innovador que combina la percepción visual con técnicas
avanzadas de control para lograr una interacción precisa y eficiente con objetos
en un entorno real. Este tipo de control permite que el robot aéreo utilice cámaras
o sensores visuales para identificar y seguir objetivos, ajustando sus movimientos
en tiempo real para realizar tareas de agarre y/o manipulación con alta precisión.
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En función de esto, se presenta un innovador esquema de control Servo Visual
Biológicamente Inspirado en el comportamiento de las aves para agarrar a sus
objetivos.

Como se tiene conocimiento, el método de caza usado por las aves de rapiña
presenta grandes ventajas como su alta precisión y adaptabilidad, dado que estos
animales mantienen un control preciso y estable al atrapar presas incluso en
entornos turbulentos. Un robot aéreo con control bioinspirado puede lograr un
desempeño similar en condiciones de vuelo dinámicas o inestables, como vientos
fuertes o movimientos impredecibles del objetivo. Además, este enfoque adopta
las características optimizadas de las aves, particularmente en su capacidad para
realizar movimientos precisos y coordinados con sus garras durante la captura y
manipulación de presas. Los aspectos clave de esta contribución se centran en:

Control servo visual basado en un sistema de visión artificial avanzada,
que permite al robot manipulador aéreo detectar, buscar y calcular las
posiciones de los objetivos en tiempo real. Una vez que el objetivo ha
sido identificado y seguido, el sistema de control ajusta las señales de
maniobrabilidad del robot de forma autónoma para asegurar un agarre
preciso y eficiente, tal como lo haría el mecanismo de las garras de un
águila. La combinación de visión computacional y control del manipulador
no solo mejora la exactitud, sino que también facilita la manipulación
autónoma de objetos en situaciones donde la percepción visual es crucial,
como en entornos no estructurados o con información sensorial limitada.

El robot es capaz de realizar ajustes en tiempo real según la retroalimenta-
ción visual que recibe del entorno. Esto le permite reaccionar de manera
eficiente ante perturbaciones inesperadas o cambios en la posición del
objetivo. Al igual que un águila ajusta su vuelo y fuerza de agarre mien-
tras captura su presa, el robot ajusta constantemente su comportamiento,
garantizando estabilidad y control durante la manipulación.

Dado que el robot realiza movimientos complejos mientras mantiene su
equilibrio, el sistema de control optimiza la interacción entre la visión,
la dinámica del vuelo y el agarre. Esto permite que el robot mantenga la
estabilidad en condiciones de vuelo dinámicas, como cambios en la altitud,
vientos o movimientos inestables de los objetos que está manipulando.

Por último, este método biológico inspirado no solo optimiza la precisión
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y la flexibilidad en la manipulación de objetos, sino que también incorpora
un enfoque eficiente en términos de consumo energético. Las aves, como
las rapaces, son un excelente ejemplo de optimización energética en la
naturaleza. Su capacidad para realizar vuelos prolongados, maniobras
complejas y agarres precisos se logra sin desperdiciar energía. Esto se debe
a sus adaptaciones evolutivas que permiten un uso eficiente de los recursos
energéticos, especialmente durante procesos de caza y captura. El robot
aéreo al igual que las aves, debe ser capaz de ejecutar maniobras complejas
de agarre y manipulación sin un consumo energético excesivo. La clave
radica en el diseño de un sistema de control que permita realizar estos
movimientos de manera eficiente, minimizando el uso de energía durante
el proceso de captura y manipulación de objetos.

Además, al utilizar un esquema de control en cascada, donde el control cinemático
y dinámico se gestionan de forma independiente pero coordinada entre sí, se
facilita la compensación de perturbaciones y se reduce la necesidad de ajustar
constantemente los parámetros del sistema. Esto también contribuye a una mayor
eficiencia energética, ya que permite que el robot mantenga un control preciso
sin realizar ajustes innecesarios que consuman más recursos.

En conjunto, estas contribuciones representan un avance significativo en el
campo del control de manipuladores aéreos, proporcionando soluciones prácticas
y eficientes para aplicaciones en la industria 4.0, robótica de servicio, logística,
inspección y rescate, entre otras. La combinación de control cinemático, control
dinámico, eficiencia energética y técnicas de control servo visual posiciona esta
investigación como un referente en el desarrollo de sistemas robóticos aéreos
autónomos y precisos.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

Disponer de estrategias y algoritmos de control avanzado en base al modelo
cinemático y al modelo dinámico de un robot manipulador aéreo, con uso de
diversos sensores, que permitan resolver problemas de navegación autónoma
cumpliendo objetivos primarios y secundarios de control enfatizando en la efi-
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ciencia energética. El robot manipulador aéreo es considerando como un solo
sistema acoplado entre la plataforma aérea de ala rotativa y un brazo robótico.

1.5.2. Objetivos Específicos

Obtener los modelos cinemático y dinámico de un robot manipulador aéreo
que represente las características y restricciones de movimiento, confor-
mado por un UAV y un brazo robótico a fin de implementar algoritmos de
control avanzado, que sea apto para el diseño de controladores.

Disponer de estructuras y algoritmos de control basados en los mode-
los cinemático y dinámico del robot manipulador aéreo, para ejecutar
tareas autónomas de control de posición, seguimiento de trayectorias y
seguimiento de caminos definidas en espacios de trabajo parcialmente
estructurados. Las estructuras de control deberán contemplar el problema
de ahorro de energía y control de redundancia del sistema robótico, con
su respectivo análisis de estabilidad y robustez del comportamiento de los
errores de control.

Obtener un esquema de control servo visual con configuración cámara en
mano para un robot manipulador aéreo, con el propósito de ejecutar tareas
autónomas de seguimiento de objetivos en espacio de trabajo parcialmente
estructurado de tres dimensiones.

Obtener la validación experimental de los esquemas de control propues-
tos a nivel de laboratorio, con el robot manipulador aéreo disponible en
el laboratorio de investigación de Automatización Robótica y Sistemas
Inteligentes ARSI.

1.6. Difusión de los aportes de investigación

Los resultados obtenidos a lo largo del desarrollo de esta tesis doctoral han sido
difundidos mediante publicaciones en revistas científicas indexadas y congresos
internacionales de alto reconocimiento en las áreas de robótica y control. Estas
contribuciones han permitido validar experimentalmente los desarrollos teóricos
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propuestos, así como posicionar los avances alcanzados dentro del estado del arte
actual. La difusión de los aportes ha tenido como objetivo principal fortalecer el
intercambio académico, fomentar la replicabilidad de los resultados y promover la
colaboración en futuras líneas de investigación sobre el control de manipuladores
aéreos.

1.6.1. Publicaciones en revistas indexadas

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., Varela-Aldás, J., & Carelli, R.
(2025). Servo-Visual Bio-Inspired Control for Aerial Target Grasping with
an Aerial Manipulator in Aerial-Eye-To-Hand Configuration. Nonlinear
Dynamics, (revisión).

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Chicaiza, F., Roberti, F., Varela-Aldás, J., &
Carelli, R. (2025). Teleoperation of Aerial Manipulators with Passivity-Based
Haptic Feedback Activated by Vision. In Proceedings of the 2025 IEEE Inter-
national Conference on Advanced Robotics (ICAR 2025), San Juan, Argentina.
(Aceptado).

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., Palacios-Navarro, G., & Carelli,
R. (2024). Multitask Control of Aerial Manipulator Robots with Dynamic
Compensation Based on Numerical Methods. Robotics and Autonomous
Systems, 173, 104614.

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Varela-Aldás, J., Roberti, F., Del-Valle-Soto,
C., & Carelli, R. (2024). Visual servoing using sliding-mode control with
dynamic compensation for UAVs’ tracking of moving targets. Drones, 8(12),
730.

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., & Carelli, R. (2022). Path-
following control for aerial manipulators robots with priority on energy
saving. Control Engineering Practice, 131, 105401.

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., & Carelli, R. (2022). Control
Desacoplado de Robots Manipuladores Aéreos para Seguimiento de Caminos.
En XI Jornadas Argentinas de Robótica (JAR 2022).

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., & Carelli, R. (2021). Implemen-
tación y Control de un Manipulador Aéreo. En XVIII Reunión de Trabajo en
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Procesamiento de la Información y Control (RPIC 2021).

Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Roberti, F., & Carelli, R. (2020). Opti-
mal Trajectory Tracking Control for a UAV Based on Linearized Dynamic
Error. Trends in Artificial Intelligence Theory and Applications. Artificial
Intelligence Practices, Lecture Notes in Computer Science, 12144, 83–96.

Recalde, L. F., Guevara, B. S., Carvajal, C. P., Andaluz, V. H., Varela-
Aldás, J., & Gandolfo, D.C. (2022). System Identification and Nonlinear
Model Predictive Control with Collision Avoidance Applied in Hexacopters
UAVs. Sensors, 22, 4712.

Pantusín, F. J., Carvajal, C. P., Ortiz, J. S., & Andaluz, V. (2024). Virtual
teleoperation system formobilemanipulator robots focused on object transport
and manipulation. Technologies, 12(9), 146.

Andaluz, V. H.,Carvajal, C. P., Granizo, J., Varela-Aldas, J., Proaño, L. E., &
Pérez, D. (2022). OMNIBEE: Autonomous Omnidirectional Robot for Service
Robotics Applications. En X.-S. Yang, S. Sherratt, N. Dey, & A. Joshi (Eds.),
Proceedings of the Seventh International Congress on Information and
Communication Technology (pp. 389–400). Lecture Notes in Networks and
Systems, vol. 464. Springer, Singapore.

1.6.2. Participación en congresos y jornadas científicas

III Congreso de Ciencias Exactas Aplicadas a la Ingeniería – 2022,
Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, sede Latacunga, 2022. La confe-
rencia presentada tuvo por título “Modelación matemática de robots aéreos
y diseño de controladores basado en métodos numéricos”.

XI Jornadas Argentinas de Robótica (JAR 2022). En el congreso se
presentó el artículo “Control Desacoplado de Robots Manipuladores Aéreos
para Seguimiento de Caminos”.

Evento de difusión científica ESPE Investiga - 2021. Departamento de
Eléctrica y Electrónica de la Universidad de las Fuerzas Armadas ESPE, sede
Latacunga. La conferencia presentada tuvo por título “ Sistema Colaborativo
de Robots Manipuladores Aéreos”
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XVIII Reunión de Trabajo en Procesamiento de la Información y
Control (RPIC 2021). En este congreso se presentó el trabajo titulado
“Implementación y Control de un Manipulador Aéreo”.

1.7. Estructura de la Tesis

La presente tesis se encuentra organizada en cinco capítulos principales y un
conjunto de apéndices que respaldan el desarrollo técnico y experimental del
trabajo. A continuación, se describe brevemente el contenido de cada capítulo y
apéndice:

Capítulo 1 – Introducción: Presenta el contexto general de la investigación,
incluyendo los antecedentes, la motivación, los objetivos y la justificación
del estudio. Se establece la relevancia del uso de manipuladores aéreos en
tareas complejas, así como la necesidad de controladores eficientes para
mejorar su desempeño.

Capítulo 2 – Modelo de Robots: Se desarrolla el modelo cinemático del
hexarrorro, del brazo robótico y del manipulador aéreo considerando como
punto de control el extremo operativo del robot. Se obtiene la cinemática
directa y la cinemática diferencial, abordando la redundancia cinemática y
su implicancia en el control.

Capítulo 3 – Control para Manipuladores Aéreos con Prioridad en
el Ahorro de Energía: Se propone un esquema de control cinemático
que aprovecha la redundancia del sistema para lograr el seguimiento de
caminos mientras se optimiza el consumo energético. Se presentan vali-
daciones experimentales que demuestran la efectividad del esquema de
control propuesto.

Capítulo 4 – Control Multitarea con Compensación Dinámica Basa-
do en Métodos Numéricos: Se desarrolla un controlador multitarea con
compensación dinámica para mejorar la precisión en la ejecución de tareas
de posicionamiento, seguimiento de trayectoria y seguimiento de caminos.
El esquema se fundamenta en la utilización del modelo dinámico del robot
discretizado.
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Capítulo 5 – Control Servo-Visual Bioinspirado para el Agarre Aéreo
de Objetivos en Movimiento: Se diseña e implementa un esquema de
control servo-visual basado en percepción visual, orientado al seguimiento
y captura de objetivos móviles bioinspirado en la técnica de agarre aéreo
de las aves de rapiña.

Conclusiones: Resume los principales hallazgos y aportes de la investiga-
ción, y propone futuras líneas de trabajo enfocadas en mejorar la robustez
y el control autónomo de los manipuladores aéreos (MA).

Apéndices

Apéndice A – Robot Manipulador Aéreo: Detalla el diseño, construc-
ción e integración de la plataforma robótica utilizada para la validación
experimental de los esquemas de control propuestos en esta tesis doctoral.

Apéndice B –Redundancia en Robótica: Explica los tipos de redundancia
y su importancia en el diseño de controladores.

Apéndice C – Análisis de Manipulabilidad: Describe el análisis de ma-
nipulabiidad del Manipulador Aéreo, con el objetivo de identificar el rango
de configuraciones articulares que permiten ejecutar tareas optimizando
la capacidad de movimiento del brazo robótico. Este análisis permite evitar
configuraciones cercanas a la singularidad y mejorar el rendimiento del
sistema en escenarios con restricciones cinemáticas.

Apéndice D – Propiedades del Modelo Dinámico: Presenta las propieda-
des fundamentales del modelo dinámico.

Apéndice E –Modelo Dinámico Completo: Expone las ecuaciones com-
pletas del modelo dinámico en función de fuerzas y torques, y en función
a velocidades de referencia, incluyendo la estructura matricial y vectorial
de cada modelo.

Apéndice F – Identificación y Validación Dinámica: Explica el proce-
dimiento experimental de identificación de parámetros y validación del
modelo dinámico del sistema en condiciones reales.
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CAPÍTULO 2

Modelo de Robots

2.1. Introducción

El control de movimiento de un robot es un conjunto de algoritmos y técnicas
utilizados para ejecutar los movimientos de las partes que lo constituyen, como
sus articulaciones, motores y actuadores. A través del esquema de control, se
garantiza que el robot realice la tarea deseada de manera precisa y segura. Para
diseñar el control de movimiento del extremo operativo de un robot, es indis-
pensable realizar un análisis detallado de las características del robot, tales como
la estructura mecánica, los actuadores, los sensores, las restricciones de movi-
miento, los límites de las articulaciones, entre otras características, que definen
su comportamiento. Este análisis tiene como objetivo la obtención de ecuaciones
matemáticas que describen dicho comportamiento, las cuales constituyen el
modelo del robot. Por lo tanto, obtener el modelo de un robot manipulador aéreo
es un requisito fundamental para desarrollar esquemas de control de movimiento
que permitan ejecutar tareas con precisión a través del efector final del robot.
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En este capítulo, presentamos el modelo cinemático de un manipulador aéreo,
donde el punto de interés a controlar es el extremo operativo. Es decir, se consi-
dera al robot como un único sistema compuesto por una plataforma aérea y un
brazo robótico. Además, proponemos un nuevo modelo dinámico para un robot
manipulador aéreo que, a diferencia de trabajos anteriores o modelos tradiciona-
les, emplea velocidades de referencia como señales de control para el sistema [70,
71]. Este enfoque es comúnmente utilizado en robots comerciales. Asimismo, el
modelo dinámico presenta una estructura adecuada para el diseño de diversas
estrategias de control basadas en la dinámica.

El capítulo se organiza en seis secciones. En la segunda sección, se presenta el
modelo cinemático de una plataforma aérea. La tercera sección se presenta el
modelo cinemático de un brazo robótico. La cuarta sección se presenta el modelo
cinemático completo del manipulador aéreo. En la quinta sección, se propone un
nuevo modelo dinámico para el sistema del manipulador aéreo, el cual emplea
velocidades de referencia como señales de control. Por último, en la sexta sección,
se introduce el modelo de proyección de una cámara de visión, enfocado en
aplicaciones de control visual.

2.2. Plataforma Aérea

Una plataforma aérea o UAV (Unmanned Aerial Vehicle) es un vehículo aéreo no
tripulado que puede volar de manera autónoma, semi-autónoma o tele-dirigida.
Estas plataformas están equipadas con una variedad de sensores y tecnologías
que les permiten realizar diversas tareas. Su principal característica es que no
cuenta con restricciones de movimiento, es decir, se puede desplazar en el espacio
tridimensional sin problema alguno.

2.2.1. Configuración Cinemática de un Robot Aéreo

Dado que un robot aéreo se desplaza en el espacio tridimensional, en la Figu-
ra 2.1 se presenta un esquema de la configuración del robot aéreo. Sea Fw =
{W, X, Y, Z} el marco referencial fijo del robot aéreo, donde W es el origen del
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sistema de referencia; y Fu = {U, XF , YL, ZE} como el sistema de referencia
móvil de la plataforma aérea, donde el origen del marco de referencia móvil U
está ubicado en el centro de masa del robot aéreo.

Figura 2.1: Configuración cinemática del UAV en el sistema de referencia fijo
{Fw}.

Por tanto, se define al vector pu (t) ∈ Rmpu como la posición de la plataforma
aérea respecto al origen del sistema de referencia fijo, conmpu = 3, conformado
por:

pu (t) =

xu (t)yu (t)
zu (t)

 (2.1)

También se define el vector ou (t) ∈ Rmou que describe la rotación del UAV con
respecto al sistema de referencia fijo, donde,mou = 3 y está representado por
los ángulos de navegación de alabeo o rolido (Roll ϕu), cabeceo (Pitch θu) y de
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guiñada (Yaw ψu), conocidos también como los ángulos de euler, de tal forma
que:

ou (t) =

ϕu (t)θu (t)
ψu (t)

 (2.2)

La matriz de rotación que representa el movimiento alrededor de los ejes del
sistema de referencia fijo {Fw} es obtenida a través de los ángulos de navegación
del robot. Ahora, seaRx(ϕu) ∈ SO(3), la matriz de rotación alrededor del eje-X
definida como:

Rx(ϕu) =

1 0 0
0 cos (ϕu) − sin (ϕu)
0 sin (ϕu) cos (ϕu)

 (2.3)

Ry(θu) ∈ SO(3) la matriz de rotación alrededor del eje-Y definida por:

Ry(θu) =

 cos (θu) 0 sin (θu)
0 1 0

− sin (θu) 0 cos (θu)

 (2.4)

yRz(ψu) ∈ SO(3) la matriz de rotación alrededor del eje-Z dada por:

Rz(ψu) =

cos (ψu) − sin (ψu) 0
sin (ψu) cos (ψu) 0

0 0 1

 (2.5)

Entonces, la matriz de transformación entre el marco referencial fijo {Fw} y
el marco referencial móvil de la plataforma aérea {Fu} está determinada por
Ru (φu) = Rz (ψu)Ry (θu)Rx(ϕu), por lo tanto, se obtiene:

Ru (φu) =

cψucθu cψusθusϕu − sψucϕu cψusθucϕu + sψusϕu
sψucθu sψusθusϕu + cψucϕu sψusθucϕu − cψusϕu
−sθu cθusϕu cθucϕu

 (2.6)

Las abreviaciones usadas en la Ecuación (2.6) representan a cα = cos (α) y
sα = sin (α).

2.2.2. Caso de Estudio

Las coordenadas operacionales de un robot aéreo se refieren al vector que se
utiliza para detallar la posición y orientación del punto de interés a controlar del
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robot en el sistema de referencia fijo {Fw}. Estas coordenadas operacionales o
punto de interés están definidas en función a las coordenadas independientes
del robot qu. El punto de interés a controlar puede ser uno de los siguientes:

La ubicación del centro de masa del robot.

La posición de un sensor ubicado sobre el robot.

Posición arbitraria dependiente de la tarea a realizar.

Estos ejemplos permiten especificar claramente el punto de control del robot en
función de la aplicación o tarea que se desea ejecutar.

Observación 1 Considerando el punto de interés a controlar el centro de masa
del robot, en consecuencia, las coordenadas de operación del robot están ubicadas
en {Fu}, por tanto, las coordenadas independientes del sistema coinciden con las
coordenadas operacionales.

2.2.2.1. Cinemática Directa

La cinemática directa describe las coordenadas operacionales del robot, tanto en
posición como en orientación, en el sistema de referencia fijo {Fw}, en función
de sus articulaciones qu (coordenadas independientes).
Sea qu ∈ R4 el vector de coordenadas independientes, definido como:

qu(t) =

[
pu(t)
ψu(t))

]
(2.7)

donde, pu(t) ∈ R3 es el vector de posición del centro de masa de la plataforma
aérea dentro del sistema de referencia fijo {Fw}; y ψu(t) representa la rota-
ción (Yaw) del robot alrededor del eje-Z . Entonces, el vector de coordenadas
operacionales se define como:

qu (t) =


xu (t)
yu (t)
zu (t)
ψu (t)

 (2.8)
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2.2.2.2. Coordenadas Actuadas y Directamente Actuadas del Hexarrotor

En el presente caso de estudio, el hexarrotor cuenta por coordenadas indepen-
dientes qu =

[
xu yu zu ψu

]⊺, posición y guiñada en {Fw}; mientras que
las señales para realizar el control son las velocidades de maniobrabilidad del
cuerpo vu =

[
vf vl ve ω

]⊺ en {Fu}. Con esta interfaz de control, zu y ψu
son variables directamente actuadas porque żu = ve y ψ̇u = ω dependen di-
rectamente de las entradas de control. Mientras que, xu e yu son indirectamente
actuadas, pues sus derivadas se generan a partir de las velocidades longitudinal
y lateral definidas en el marco móvil del hexarrotor y se proyectan al marco
inercial medianteRz(ψu), como se muestra en la Ecuación (2.18).

2.2.2.3. Cinemática Diferencial

La cinemática diferencial relaciona las velocidades de maniobrabilidad del robot
con las velocidades del punto de operación, o velocidades de las coordenadas
operacionales. Ahora, sea q̇u(t) ∈ R4 el vector de velocidades del punto de
operación del UAV en {Fw}. El cual es obtenido mediante la derivada temporal
de Ecuación (2.7):

q̇u (t) =
d

dt

[
pu(t)
ψu(t))

]
=

[
ṗu(t)

ψ̇u(t))

]
(2.9)

donde, ṗu(t) es la velocidad lineal del punto de operacion del robot, dado por:

ṗu(t) =

ẋu (t)ẏu (t)
żu (t)

 (2.10)

donde, ẋu(t), ẏu(t) y żu(t) son las velocidades lineales del UAV en los ejes
X-Y -Z , respectivamente, en el sistema de referencia fijo {Fw}; y ω(t) es la
velocidad angular del robot alrededor del eje-Z . Por lo tanto,

q̇u (t) =


ẋu (t)
ẏu (t)
żu (t)

ψ̇u (t)

 (2.11)
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El robot aéreo empleado en este trabajo cuenta con cuatro velocidades de ma-
niobrabilidad que permiten al robot desplazarse en el espacio de trabajo. Donde,
tres son velocidades lineales y una es velocidad angular. Con el objetivo de repre-
sentar la velocidad lineal del punto de operación de la plataforma aérea ṗu(t) en
función de las velocidades lineales de maniobrabilidad (velocidades en el sistema
de referencia móvil {Fu}) se utiliza la siguiente expresión:

ṗu(t) = R (φu)

vfvl
ve

 (2.12)

donde, R (φu) es la matriz de rotación del marco móvil respecto al marco fijo
definida en la Ecuación (2.6). Mientras que la velocidad de rotación resulta:

ψ̇u(t) = ω(t) (2.13)

Por lo tanto, el vector de velocidad del punto de operación del UAV está dado
por:

q̇u(t) =

Ju(φu)︷ ︸︸ ︷[
R (φu) 03×1

01×3 1

]
vu (t) (2.14)

donde, Ju ∈ R4×4 es la matriz jacobiana del sistema que representa el mapeo
de las velocidades de maniobrabilidad del robot a las velocidades del punto de
operación, tal que Ju : R4 → R4; y vu (t) ∈ R4 es el vector de velocidades
de maniobrabilidad de la plataforma aérea en el sistema de referencia móvil,
conformado por:

vu (t) =


vf (t)
vl (t)
ve (t)
ω (t)

 (2.15)

donde, vf (t) es la velocidad frontal de desplazamiento del robot; vl(t) es la
velocidad de desplazamiento lateral; ve(t) es la velocidad de desplazamiento
vertical; y ω(t) es la velocidad angular de rotación del robot alrededor del eje-Z .

Suposición 2.2.1 En el proceso para obtener el modelo cinemático diferencial del
robot aéreo, se considera que el robot trabaja a velocidades bajas. Por lo tanto, la
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variación de los ángulos de cabeceo (Pitch θ) y rolido (Roll ϕ) son aproximadamente
cero: θ ≈ 0 y ϕ ≈ 0.

Por lo anteriormente mencionado, se concluye que las matrices de rotación
Rx (ϕu) = Ry (θu) = I resultan ser matrices identidad. De este modo, la
relación entre el marco referencial {Fu} y {Fw} depende únicamente de la
orientación de guiñada (Yaw ψu). Entonces, la matriz de rotación wRu(φu) se
expresa en forma aproximada como:

wRu (φu) = Rz (ψu) (2.16)

Finalmente, el modelo cinemático diferencial del robot aéreo de la Ecuación (2.14)
escrito de forma compacta está dado por:

q̇u(t) = Ju (ψu)vu (t) (2.17)

tal que, 
ẋu(t)
ẏu(t)
żu(t)

ψ̇u(t)

 =


cos(ψ) − sin(ψ) 0 0
sin(ψ) cos(ψ) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



vf (t)
vl(t)
ve(t)
ω(t)

 (2.18)

2.3. Brazo Robótico

Un brazo robótico es un sistema mecánico diseñado para replicar la funcionali-
dad de un brazo humano, permitiendo movimientos precisos y controlados en
múltiples ejes.

2.3.1. Configuración Cinemática de un Brazo Robótico

La configuración de un brazo robótico se define a través del vector qa ∈ Rna , don-
de na es el número de coordenadas independientes. Estas coordenadas también
denominadas como coordenadas generalizadas del brazo robótico, caracterizan
los valores de las diferentes articulaciones que conforman el robot. Pueden ser
ángulos de rotación para las articulaciones de revolución y distancias en el caso
de las articulaciones prismáticas. El vector de configuración del brazo robótico
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está compuesto por qa =
[
q1 q2 ... qna

]⊺, y pertenece al espacio de confi-
guración del brazo robótico, denotado por Na.

Ahora, la posición y orientación del extremo operativo de un brazo robótico
está determinada por una función que depende de las na articulaciones que
conforman el brazo robótico (coordenadas generalizadas). El vector que define
esta posición y orientación se representa como ra ∈ Rma y se define como
ra =

[
ra1 ra2 ... rama

]⊺. Aquí,ma es el número de coordenadas del punto
de operación del brazo robótico. Este conjunto de coordenadas define el espacio
operativo del robot, que se denota porMa. Por lo tanto, la cinemática directa
que define la posición y orientación del extremo operativo en función de las
articulaciones del brazo robótico se expresa como:

ra = fa (qa)
fa : Na → Ma

(2.19)

Es decir, fa (qa) es una función que determina la posición y orientación del
extremo operativo en el sistema de referencia, en función de las articulaciones
del brazo robótico.

La cinemática diferencial o cinemática instantánea, del brazo robótico describe
la velocidad de la posición y orientación (velocidades operativas) del robot en
función de las velocidades articulares (velocidades generalizadas). La cinemática
diferencial se obtiene a través de la siguiente expresión:

ṙa (qa) =
∂ra (qa)

∂qa︸ ︷︷ ︸
Ja(qa)

q̇a (t) (2.20)

donde, ṙa =
[
ṙa1 ṙa2 ... ṙama

]⊺ ∈ Rma es el vector de velocidades del
extremo operativo; q̇a =

[
q̇1 q̇2 ... q̇na

]⊺ ∈ Rna es el vector que contiene
las velocidades de las articulaciones del brazo robótico; y Ja (qa) = ∂ra(qa)

∂qa

es el Jacobiano Analítico del robot. De tal forma que Ja (qa) : Rna → Rma
genera el mapeo entre las velocidades de las articulaciones q̇a y el vector de
velocidades del espacio operacional del extremo operativo ṙa. La dimensión de
la matriz jacobiana depende de la dimensión de las velocidades operacionales
del extremo operativoma; y de la dimensión del espacio de las velocidades de la
configuración del brazo robótico na.
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2.3.2. Caso de Estudio

En la Figura 2.2 se muestra un brazo robótico de tipo antropomórfico, conformado
por tres articulaciones de tipo rotacional (brazo robótico de tres grados de libertad,
3 DoF). La cinemática directa se puede determinar mediante un análisis geomé-
trico o, de forma más común, a través de la convención de Denavit-Hartenberg
(D-H). Esta metodología proporciona la transformación de coordenadas que
determina la posición y orientación del extremo ra operativo respecto al marco
base del robot {Fm}, utilizando matrices de transformación homogénea.

Figura 2.2: Brazo robótico de tres grados de libertad 3 DoF.

2.3.2.1. Cinemática Directa

Como se muestra en la Figura 2.2, Fm = {M, Xm, Ym, Zm} es el sistema de
referencia de las base fija del brazo robótico; Fi = {Ai, Xi, Yi, Zi}, con i =
0, 1, 2, son los sistemas de referencia de cada articulación, dondeA0 es la posición
del sistema de referencia de la primera articulación del brazo robótico, que en
este caso coincide con el sistema de referencia de la base del robot {Fm}; y
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Fr = {R, Xr, Yr, Zr} es el sistema de referencia del extremo operativo. Además,
la posición del sistema de referencia {Fr} con respecto al sistema de referencia
{Fm} se define como mpr. Entonces, los parámetros de Denavit-Hartenberg
para el brazo robótico de 3 DoF se definen en la Tabla 2.1:

Tabla 2.1
Parámetros de D-H del brazo robótico de 3 DoF .

Eslabón qi di ai αi
1 q1 −l1 0 π

2
2 q2 − π

2 0 l2 0
3 q3 0 l3 0

Según los parámetros definidos de Denavit-Hartenberg (D-H), la transformación
homogénea de coordenadas que representa la posición y orientación del extremo
operativo respecto a {Fm} está determinada por:

TM
R = A0

1A
1
2A

2
R (2.21)

La matriz TM
R es la matriz homogénea que representa la posición y orientación

del extremo operativo del brazo robótico respecto a la base del brazo robóticoM
está dada por:

TM
R (qa) =

[
mRr(qa)

mpr(qa)
0 1

]
(2.22)

Por lo tanto, tomando en cuenta los valores de la Tabla 2.1, se procede a determinar
el valor de la matriz de rotación del sistema de referencia {Fr} respecto al sistema
de referencia {Fm} para la ecuación Ecuación (2.22), obteniendo:

mRr(qa) =

cos (q1) sin (q2 + q3) cos (q1) cos (q2 + q3) sin (q1)
sin (q1) sin (q2 + q3) sin (q1) cos (q2 + q3) − cos(q1)

− cos (q2 + q3) sin (q2 + q3) 0


(2.23)

Y la posición del extremo operativo respecto al marco base del brazo robótico
está dada por:

mpr(qa) =

cos (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
sin (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
−l1 − l2 cos (q2)− l3 cos (q2 + q3)

 (2.24)
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donde, mpr(qa) =
[
rxa rya rza

]⊺ es el vector de posición del extremo ope-
rativo del brazo robótico.

2.3.2.2. Cinemática Diferencial

Para expresar la relación entre la velocidad del extremo operativo y la velo-
cidad articular del brazo robótico, se utiliza el Jacobiano del robot. Para es-
to, emplearemos la expresión de la Ecuación (2.20). Sea ra = fa (qa), donde
fa (qa) =

mpr (qa) es la función que describe la posición del extremo operativo
del robot; y qa =

[
q1 q2 q3

]⊺ es el vector de las coordenadas independientes
del robot. Entonces, la cinemática diferencial del brazo robótico de 3 DoF resulta:

ṙa =

−sq1 (l2sq2 + l3sq2q3) cq1 (l2cq2 + l3cq2q3) cq1 l3cq2q3
c1 (l2sq2 + l3sq2q3) sq1 (l2cq2 + l3cq2q3) sq1 l3cq2q3

0 (l2sq2 + l3sq2q3) l3s23

q̇1q̇2
q̇3


(2.25)

Con sa = sin (a); cb = cos (b); sab = sin (a+ b); y cab = cos (a+ b), se utiliza
esta terminología para simplificar la extensión de la Ecuación (2.25). Finalmente,
escrito de forma matricial, se tiene el modelo cinemático instantáneo o diferencial
del brazo de 3 DoF como:

ṙa (qa) = Ja (qa) q̇a (t) (2.26)

donde ṙa (qa) ∈ Rma con ma = 3 es el vector de velocidades del extremo
operativo; q̇a ∈ Rna con na = 3 es el vector de las articulaciones del brazo
robótico; y Ja (qa) : R3 → R3 es el Jacobiano del brazo robótico que mapea las
velocidades de las articulaciones q̇a a las velocidades del extremo operativo ṙa.

2.4. Manipulador Aéreo

La configuración del manipulador aéreo está definida por un vector q de n coor-
denadas independientes, conocidas como coordenadas generalizadas del sistema.
Donde q =

[
qu

⊺ qa
⊺
]⊺ ∈ Rn con qu ∈ Rnu que representa el vector de

coordenadas generalizadas de la plataforma aérea y qa ∈ Rna el vector de coor-
denadas generalizadas del brazo robótico. Por lo tanto, n = nu+ na, donde nu y
na son las dimensiones de los espacios asociados a las coordenadas generalizadas
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de la plataforma aérea y del brazo robótico respectivamente. La configuración
q ∈ Rn pertenece al espacio de configuración del manipulador aéreo N . La
ubicación y orientación del extremo operativo están definidos por el vector de
dimensión m descrito como r =

[
r1 r2 ... rm

]⊺
=
[
pr

⊺ or
⊺
]⊺, donde,

pr representa la posición del extremo operativo; y or representa la orientación
del extremo operativo. Las m coordenadas de r representan la dimensión del
espacio de trabajo del manipulador aéreo denotado comoM. El vector r se puede
definir de diferentes formas según la tarea, es decir, puede considerar solo la
posición del extremo operativo o tanto la posición como la orientación.

El modelo cinemático de un manipulador aéreo r ∈ Rm en función de la confi-
guración del brazo robótico qa y de la configuración de la plataforma aérea qu

está representado por:
r = f (qu,qa)

f : Nu ×N a → M (2.27)

donde, Nu y Na representan el espacio de configuración de la plataforma área y
del brazo robótico respectivamente; y f (qu,qa) es la función que determina la
posición y orientación del extremo operativo del manipulador aéreo.

Ahora, la cinemática diferencial del manipulador aéreo que describe la velocidad
del extremo operativo, en función de las velocidades articulares del brazo robótico
y de la plataforma aérea, es el resultado de la derivada parcial de r(q) ∈ Rm con
respecto a las articulaciones del sistema, de tal forma que:

ṙ (q) =
∂f (qu,qa)

∂q
q̇ (t) (2.28)

donde, ṙ (q) =
[
r1 r2 ... rm

]⊺ ∈ Rm es el vector de velocidades del ex-
tremo operativo del manipulador aéreo; q̇(t) =

[
q̇u

⊺ q̇a
⊺
]⊺ ∈ Rn es el vec-

tor de velocidades de las articulaciones del robot. Luego, tomando la relación
q̇ (t) = T (q)µ (t), resulta:

J (q) =
∂f

∂q
(qu,qa)T (q) (2.29)

donde, T (q) ∈ Rn×n es la matriz que relaciona las velocidades asociadas al
marco {Fw} con las velocidades asociadas al marco móvil {Fu}. Entonces, la
Ecuación (2.28) se representa como:

ṙ (q) = J (q)µ (t) (2.30)
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donde, J(q) : Rn → Rm se denomina Jacobiano del sistema. Este Jacobiano es el
encargado de mapear las velocidades de las articulaciones del robot (velocidades
de maniobrabilidad) a las velocidades del extremo operativo (velocidades de la
tarea).

2.4.1. Caso de Estudio

En esta sección se describe el modelo cinemático del robot manipulador aéreo,
el modelo considera todo el sistema unificado, es decir, plataforma aérea más
brazo robótico como un solo sistema. La Figura 2.3 describe la configuración
cinemática del robot. El manipulador aéreo que se considera está constituido por

Figura 2.3: Configuración cinemática del manipulador aéreo en el sistema de
referencia fijo.
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un hexarrotor y un brazo robótico de 3 DoF colocado en la parte inferior de la
plataforma aérea. Para realizar el control de movimiento del sistema, el robot
recibe comandos de velocidad:

1. El hexarrotor tiene tres velocidades lineales vf (t), vl(t) y ve(t), y una
velocidad angular ω(t). Donde, vf ∈ R es la velocidad lineal para el des-
plazamiento frontal; vl ∈ R es la velocidad lineal para el desplazamiento
lateral; ve ∈ R es la velocidad lineal para el control de elevación; y ω ∈ R
es la velocidad de rotación del hexarrotor (Yaw), es decir, la tasa de cambio
de rotación del ángulo de guiñada con respecto al tiempo.

2. El brazo robótico recibe tres comandos de velocidad angular: q̇1, que es la
velocidad de rotación alrededor del eje-Z ; q̇2 y q̇3, que son las velocidades
angulares de rotación alrededor del eje-Y .

2.4.1.1. Cinemática Directa

De acuerdo con la configuración del robot, la posición del extremo operativo en
el sistema de referencia fijo {Fw} está dada por:

pr (q) = pu (qu) +
wRu

upr (qa) (2.31)

donde, pr (q) ∈ R3 es la posición el extremo operativo del robot en {Fw} y
está definido como pr (q) =

[
rx ry rz

]⊺; pu (qu) ∈ R3 es la posición de
la plataforma aérea dentro del sistema de referencia fijo {Fw}, descrito como
pu (qu) =

[
xu yu zu

]⊺; upr (qa) ∈ R3 es el vector de posición del extremo
operativo respecto al marco de referencia de la plataforma aérea {Fu}, conforma-
do por upr (qa) =

[
urx

ury
urz
]⊺; ywRu ∈ SO (3) es la matriz de rotación

del sistema referencia móvil respecto al sistema de referencia fijo.

Ahora, la posición del marco de referencia de la base del brazo robótico M se
encuentra desplazado por el vector∆h ∈ R3 compuesto por:

∆h =
[
0 0 −h

]⊺ (2.32)

donde, h es la distancia del centro de masa del hexarrotor en el eje-Z hacia la
posición U del marco referencial móvil {Fu}. Por lo tanto, considerando la Ecua-
ción (2.24) y la distancia entre los marcos de referencia {Fm} y {Fu}, la posición
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del brazo robótico respecto al sistema de referencia móvil esta determinada por
la expresión:

upr (qa) =
mpr(qa) +∆h (2.33)

de tal forma que:urxury
urz

 =

cos (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
sin (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
−l1 − l2 cos (q2)− l3 cos (q2 + q3)

+

 0
0
−h

 (2.34)

Ahora, sustituyendo la Ecuación (2.1), Ecuación (2.6) y la Ecuación (2.34) en la
Ecuación (2.31), se obtiene la posición del extremo operativo en el espacio de
trabajo {Fw} determinada por:rxry

rz

 =

xuyu
zu

+ wRu

 cos (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
sin (q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
−h− l1 − l2 cos (q2)− l3 cos (q2 + q3)

 (2.35)

Ahora, definamos la orientación del extremo operativo or (q). Para lo cual se
considera únicamente la orientación en el plano-XY del espacio de trabajo {Fw}.
La orientación del extremo operativo está denotada por rψ ∈ R y se define como:

or (q) = rψ (2.36)

donde:
rψ = ψu + q1 (2.37)

en otras palabras, la rotación del efector final está determinada por el ángulo de
guiñada del UAV y la rotación de la primera articulación del brazo robótico.

Por último, tomando la Ecuación (2.31) y Ecuación (2.36), se define el vector
que representa la posición y orientación del extremo operativo en el sistema de
referencia fijo {Fw}:

r (q) =

[
pr (q)
or (q)

]
=

[
pu (qu) +

wRu
upr (qa))

rψ (q)

]
(2.38)

Sustituyendo la Ecuación (2.35), Ecuación (2.37) y la Ecuación (2.16) el modelo
cinemático del manipulador aéreo resulta:

rx
ry
rz
rψ

 =


xu + cos (ψu + q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))
yu + sin (ψu + q1) (l2 sin (q2) + l3 sin (q2 + q3))

zu−h− l1 − l2 cos (q2)− l3 cos (q2 + q3)
ψu + q1

 (2.39)
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2.4.1.2. Cinemática Diferencial

El modelo cinemático diferencial está determinado por la Ecuación (2.28), de tal
forma que:

ṙ (q) =
∂r

∂q
(qu,qa)T (q)µ (t) (2.40)

donde,

T (q) =

[
Rz(ψu) 03×4

04×3 I4×4

]
∈ R7×7 (2.41)

Escrito el sistema en forma matricial resulta:

ṙ (q) =

[
ṗr (q)
ȯr (q)

]
=

[
Jp (q)
Jo (q)

]
µ (t) (2.42)

donde, q =
[
qu

⊺ qa
⊺
]⊺ es el vector de las coordenadas generalizadas del robot

con: qu =
[
xu yu zu ψu

]⊺ que son las coordenadas generalizadas del
hexarrotor y qa =

[
q1 q2 q3

]⊺ como coordenadas generalizadas del brazo
robótico; ṙ(q) =

[
ṗr(q)

⊺ ȯr(q)
⊺
]
∈ R4 es el vector de velocidades del efector

final del manipulador aéreo, donde, ṗr(q) =
[
ṙx ṙy ṙz

]⊺ es el vector de
velocidad lineal y ȯr(q) = ṙψ es la velocidad angular, por lo tanto:

ṙ(q) =


ṙx
ṙy
ṙz
ṙψ

 (2.43)

µ(t) ∈ R7 es el vector de las velocidades de maniobrabilidad del robot compuesto
por:

µ(t) =

[
vu

va

]
(2.44)

donde, vu =
[
vf vl ve ω

]⊺ es el vector de velocidades de maniobrabilidad
del hexarrotor; y va =

[
q̇1 q̇2 q̇3

]⊺ es el vector de velocidades de maniobra-
bilidad del brazo robótico, entonces:

µ(t) =
[
vf vl ve ω q̇1 q̇2 q̇3

]⊺ (2.45)
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Jp (q) y Jo (q) son los Jacobianos de posición y orientación respectivamen-
te. Ahora, escrito de forma compacta la Ecuación (2.42), se obtiene el modelo
cinemático diferencial expresado como:

ṙ (q) = J (qu,qa)µ(t) (2.46)

donde, J (qu,qa) : Rn → Rm representa el Jacobiano del manipulador aéreo
con n = 7 que es la dimensión del espacio de configuración del robot ym = 4
que es la dimensión del espacio de trabajo. De tal manera que:

Jp (q) =

jp11 jp12 jp13 jp14 jp15 jp16 jp17
jp21 jp22 jp23 jp24 jp25 jp26 jp27
jp31 jp32 jp33 jp34 jp35 jp36 jp37

 (2.47)

con,

jp11 = cos(ψu)

jp12 = − sin(ψu)

jp13 = 0

jp14 = −sin(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))

jp15 = −sin(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))

jp16 = cos(ψu + q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))

jp17 = cos(ψu + q1) (l3cos(q2 + q3))

jp21 = sin(ψu)

jp22 = cos(ψu)

jp23 = 0

jp24 = cos(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))

jp25 = cos(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))

jp26 = sin(ψu + q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))

jp27 = sin(ψu + q1)
(
l3cos( q2 + q3)

)
jp31 = 0

jp32 = 0

jp33 = 1

jp34 = 0
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jp35 = 0

jp36 = l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3)

jp37 = l3sin(q2 + q3)

y

Jo (q) =
[
0 0 0 1 1 0 0

]
Entonces, el Jacobiano del sistema que relaciona las velocidades de maniobra-
bilidad del robot con las velocidades del extremo operativo. Escrito en forma
detallada resulta:

ṙx = vfcos(ψu)− vlsin(ψu) + q̇3cos(ψu + q1) (l3cos(q2 + q3))− ..

...− (ω + q̇1)sin(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3)) + ...

...+ q̇2cos(ψu + q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))

ṙy = vf sin(ψu) + vlcos(ψu) + q̇3sin(ψu + q1)
(
l3cos( q2 + q3)

)
+ ...

...+ (ω + q̇1)cos(ψu + q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3)) + ...

...+ q̇2sin(ψu + q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))

ṙz = ve + q̇2(l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3)) + q̇3(l3sin(q2 + q3))

ṙψ = ω + q̇1

(2.48)

2.5. Dinámica del Manipulador Aéreo

El modelo dinámico de un robot describe la relación matemática de las coorde-
nadas articulares o en otras palabras las coordenadas del extremo operativo del
robot, sus velocidades y aceleraciones con las fuerzas y pares que se aplican a las
articulaciones; y los parámetros del robot como: masas, longitud de eslabones,
inercias, momentos, entre otros. En la literatura existen varios métodos para
la obtención del modelo dinámico de un robot. Los métodos principales y más
empleados para la obtención del modelo dinámico son:

Método de Euler-Lagrange.

Método de Newton-Euler.
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2.5.1. Newton-Euler

Por otra parte, el método de Newton-Euler está basado en el equilibrio de todas las
fuerzas que actúan sobre las articulaciones de robot. Esto conduce a un conjunto
de ecuaciones cuya estructura permite un tipo de solución recursiva. Se realiza
una recursividad hacia adelante para propagar las velocidades y aceleraciones de
la articulación, seguida de una recursividad hacia atrás para propagar las fuerzas.
Este enfoque es eficiente para manipuladores con múltiples grados de libertad
(DOF) y se utiliza ampliamente para el análisis dinámico y la simulación [72].

2.5.2. Euler-Lagrange

Elmétodo de Euler-Lagrange se basa en el balance de energías. Con la formulación
de Lagrange las ecuaciones de movimiento del sistema se pueden derivar de
forma sistemática sin depender del marco de coordenadas de referencias, una
vez seleccionado el conjunto de variables para las coordenadas generalizadas que
describen las posiciones de enlace de un manipulador de n grados de libertad.
Este enfoque es menos intuitivo físicamente que Newton-Euler, pero es muy
potente para sistemas con restricciones holonómicas.

2.5.3. Tipos de Modelos Dinámicos

Existen dos tipos de modelos dinámicos (ver Figura 2.4):

Figura 2.4: Dinamica de un robot.
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2.5.3.1. Dinámica Inversa

La dinámica inversa se utiliza principalmente en el diseño de control, ya que
permite determinar los torques y fuerzas necesarios para generar un movimiento
deseado a partir de un perfil de aceleraciones o trayectorias de referencia del
robot.

2.5.3.2. Dinámica Directa

La dinámica directa se emplea para realizar simulación del robot y análisis del
movimiento, puesto que permite obtener las posiciones, velocidades y acelera-
ciones del robot mediante la integración de las ecuaciones dinámicas, en función
a acciones de control aplicadas. La ecuación que representa el modelo dinámico,
independientemente del método utilizado para la obtención, tradicionalmente
está definida en función a torques, fuerzas.

2.5.4. Caso de Estudio

La Figura 2.5 muestra el esquema del sistema, en la cual se observa los parámetros
que están implicados en el movimiento del robot.

2.5.4.1. Cinemática de Traslación de Cuerpos Rígidos

Para obtener el modelo dinámico del manipulador aéreo, se utiliza el método de
Euler-Lagrange. Por lo tanto, determinemos las velocidades que corresponde a
cada masa (Cuerpos Rígidos) que interviene en el sistema, partiendo del centro
de masa del hexarrotor hasta el extremo operativo del brazo robótico.

La posición y velocidad para la primera masa es:

p1 =

 xu
yu

zu − h− l1

 v1 =

ẋuẏu
żu

 (2.49)
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Figura 2.5: Parámetros dinámicos de un manipulador aéreo.

La posición y velocidad de la segunda masa está dada por:

p2 =

xu + l2cψuq1sq2
yu + l2sψuq1sq2
zu − l1 − l2cq2


v2 =

ẋu − l2sψuq1sq2 (ω + q̇1) + l2cψuq1cq2 q̇2
ẏu + l2cψuq1sq2 (ω + q̇1) + l2sψuq1cq2 q̇2

żu + l2sq2 q̇2

 (2.50)

Por último, la posición y velocidad de la tercera masa es:

p3 =

xu + cψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)
yu + sψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)
zu − l1 − l2cq2 − l3cq2q3



v3 =


ẋu + cψuq1 ((l2cq2 + l3cq2q3) q̇2 + l3cq2q3 q̇3) + ...

...− sψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3) (ω + q̇1)
ẏu + sψuq1 ((l2cq2 + l3cq2q3) q̇2 + l3cq2q3 q̇3) + ...

...+ cψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3) (ω + q̇1)
żu + (l2sq2 + l3sq2q3) q̇2 + l3cq2q3 q̇3


(2.51)
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2.5.4.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

La ecuación de LaGrange está representada por la diferencia entre la energía
cinética y la enérgica potencial [70]:

L (q, q̇) = K (q, q̇)− U (q) (2.52)

donde, K(q, q̇) es la energía cinética total del sistema; y U(q) es la energía
potencial de todo el sistema. La energía cinética del robot está determinada por:

K = Ku +Ka (2.53)

donde,Ku es la energía cinética total de la plataforma aérea; yKa es la energía
cinética total del brazo robótico montado en la plataforma. La energía cinética
del hexarrotor está compuesta por la energía cinética producida por la traslación
y la energía cinética producida por la rotación, de tal forma que:

Ku =
1

2
v⊺
umuvu +

1

2
ω⊺

uIuωu (2.54)

donde, mu es la masa del hexarrotor, vu es el vector de velocidad lineal del
hexarrotor en el sistema de referencia fijo {Fw}, ωu es la velocidad angular y Iu
es el momento de inercia del hexarrotor. Reemplazando la velocidad angular del
hexarrotor (ωu = ψ̇u), la energía cinética de la plataforma resulta:

Ku =
1

2
v⊺
umuvu +

1

2
Iuψ̇

2
u (2.55)

La energía cinética del hexarrotor escrita en forma matricial como función de las
coordenadas generalizadas q̇ resulta de la siguiente manera:

Ku =
1

2
q̇⊺
(
J⊺
vu
muJvu + J⊺

ωu
IuJωu

)
q̇ (2.56)

donde, q̇ =
[
ẋu ẏu żu ψ̇u q̇1 q̇2 q̇3

]⊺ es el vector de velocidades de
coordenadas generalizadas del manipulador aéreo; y Jvu , Jωu son los Jacobianos
de velocidad lineal y angular respectivamente, y están definidos por:

Jvu =
[
I3×3 03×4

]
Jωu =

[
0 0 0 1 0 0 0

02×7

] (2.57)
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La energía cinética producida por del manipulador está compuesta por la energía
cinética de traslación y de rotación de cada eslabón:

Ka = Ka1 +Ka2 +Ka3 (2.58)

Reemplazando las energías cinéticas en la Ecuación (2.58) resulta:

Ka =
1

2

(
v⊺
1m1v1 + I1

(
ψ̇u + q̇1

)2
+ v⊺

2m2v2

+ I2q̇
2
2 + v⊺

3m3v3 + I3 (q̇2 + q̇3)
2
) (2.59)

Entonces, separando las energías cinéticas producidas por las masas de los es-
labones del brazo robótico y escribiendo en forma matricial en función de las
coordenadas generalizadas, resulta que la energía cinética para la masa uno (m1)
está definida por:

Ka1 =
1

2
q̇⊺
(
J⊺
v1
m1Jv1 + J⊺

ω1
I1Jω1

)
q̇ (2.60)

con,
Jv1 =

[
I3×3 03×4

]
Jω1 =

[
0 0 0 1 1 0 0

02×7

] (2.61)

Energía cinética de la masa dos (m2):

Ka2 =
1

2
q̇⊺
(
J⊺
v2
m2Jv2 + J⊺

ω2
I2Jω2

)
q̇ (2.62)

con,

Jv2 =

1 0 0 −l2sψuq1sq2 −l2sψuq1sq2 l2cψuq1cq2 0
0 1 0 l2cψuq1sq2 l2cψuq1sq2 l2sψuq1cq2 0
0 0 1 0 0 l2cq2 0


Jω2 =

[
0 0 0 0 0 1 0

02×7

] (2.63)

La energía cinética de la masa tres (m3) esta compuesta:

Ka3 =
1

2
q̇⊺
(
J⊺
v3
m3Jv3 + Jω⊺

3I3Jω3

)
q̇ (2.64)
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con,

Jv3 =

j311 j312 j313 j314 j315 j316 j317
j321 j322 j323 j324 j325 j326 j327
j331 j332 j333 j334 j335 j336 j337


Jω3 =

[
0 0 0 0 0 1 1

02×7

] (2.65)

donde:

j311 = 1

j312 = 0

j313 = 0

j314 = −sψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)

j315 = −sψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)

j316 = cψuq1 (l2cq2 + l3cq2q3)

j317 = l3cψuq1cq2q3

j321 = 0

j322 = 1

j323 = 0

j324 = cψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)

j325 = cψuq1 (l2sq2 + l3sq2q3)

j326 = sψuq1 (l2cq2 + l3cq2q3)

j327 = l3sψuq1cq2q3
j331 = 0

j332 = 0

j333 = 1

j334 = 0

j335 = 0

j336 = l2sq2 + l3sq2q3
j337 = l3sq2q3
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2.5.4.3. Ecuaciones de Movimiento

La energía cinética total del sistema está dada por:

K = 1
2 q̇

⊺
(
J⊺
vu
muJvu + J⊺

ωu
IuJωu

)
q̇+ ...

...+ 1
2 q̇

⊺
3∑
i=1

(
J⊺
vi
miJvi + J⊺

ωiIiJωi
)
q̇

(2.66)

Sustituyendo los Jacobianos, masas y momentos de inercia resulta:

K =
1

2
q̇⊺M̄ (q) q̇ (2.67)

La energía potencial del sistema se determina mediante:

U = mugz0pu +

3∑
i=1

migz0pi (2.68)

donde, el vector z0 esta dado por z0 =
[
0 0 1

]⊺ y g es la gravedad.

Sustituyendo las energías cinética y potencial en la Ecuación (2.52) de Euler-
Lagrange, resulta:

L (q, q̇) =
1

2
q̇⊺M̄ (q) q̇− U (q) (2.69)

Los torques y fuerzas del sistema están determinados por [70]:

τ =
d

dt

(
∂L
∂q̇

)
−
(
∂L
∂q

)
(2.70)

donde,τ ∈ Rn es el vector de torques y fuerzas asociados a las coordenadas
generalizadas del manipulador aéreo compuesto por:

τ =
[
fxu fyu fzu τψu τq1 τq2 τq3

]⊺ (2.71)

La derivada de L (q, q̇) con respecto al vector q̇ resulta:

∂L (q, q̇)

∂q̇
=

1

2

∂

∂q̇

(
q̇⊺M̄ (q) q̇

)
= M̄ (q) q̇ (2.72)

Ahora, derivando con respecto al tiempo la Ecuación (2.72) resulta:

d

dt

(
∂L (q, q̇)

∂q̇

)
= M̄ (q) q̈+ ˙̄M (q) q̇ (2.73)



2.5. Dinámica del Manipulador Aéreo 55

Finalmente, la derivada de L (q, q̇) con respecto al vector de coordenadas gene-
rales q es:

∂L (q, q̇)

∂q
=

1

2

(
∂

∂q

(
q̇⊺M̄ (q) q̇

))
− ∂

∂q
(U (q)) (2.74)

Las ecuaciones de movimiento escritas en forma matricial que representan el
modelo dinámico del espacio articular, están dadas por:

τ (t) = M̄ (q) q̈(t) + C̄ (q, q̇) q̇(t) + ḡ (q) (2.75)

donde, M̄ (q) ∈ R7×7 es la matriz de masa o inercia del sistema, es una matriz
simétrica definida positiva; C̄ (q, q̇) ∈ R7×7 es la matriz de fuerzas centrípetas
y de coriolis determinada por:

C̄ (q, q̇) = ˙̄M (q)− 1

2
q̇⊺ ∂

∂q
M̄ (q) (2.76)

y ḡ (q) ∈ R7×1 es el vector de fuerza gravitacional obtenido mediante:

ḡ (q) = − ∂

∂q
U (q) (2.77)

El modelo dinámico de la Ecuación (2.75) verifica todas las propiedades detalladas
en el Apéndice D.

2.5.4.4. Modelo Dinámico Extendido

En esta sección se describe el modelo dinámico extendido, el cual es el modelo
dinámico que incorpora fuerzas y torques externos al modelo dinámico normal
de la Ecuación (2.75). Este modelo permite describir la interacción del robot
manipulador aéreo con el entorno. Este tipo de modelo es esencial para tareas
activas, es decir, tareas que requieren de contacto como manipulación de objetos,
ensamblaje, robótica colaborativa, trasporte de objetos y entre otras tareas donde
las fuerzas/torques externos influyen directamente en el comportamiento y
control del manipulador aéreo.

Considerando el modelo dinámico estándar de la Ecuación (2.75), el modelo
dinámico del manipulador aéreo considerando las fuerza y pares externos esta
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representado por la siguiente expresión:

M̄(q)q̈(t) + C̄(q, q̇)(t) + ḡ(q) = τ (t)− τ ext(t) (2.78)

donde, τext ∈ Rn es el vector de fuerza/torques externos en el espacio articular.
Compuesto por:

τ ext =
[
fxue fyue fzue τψue τq1e τq2e τq3e

]⊺ (2.79)

Ahora, considerando la relación Fuerza-Par [70, 73] definida por:

τ ext = Jc(q)
⊺fext (2.80)

donde, fext ∈ Rm es la fuerza externa de interacción con el entorno, compuesta
por las fuerzas ejercidas en X − Y − Z y el torque de rotación, tal que:

fext =
[
fxext fyext fzext τoext

]⊺ (2.81)

y Jc(q) ∈ Rm×n es la matriz jacobiana del robot que relaciona la fuerza y par
del espacio articular del robot definida en la Ecuación (2.29), de tal manera que:

Jc (q) = T(q)J(q) (2.82)

Entonces, considerando la Ecuación (2.80) en la Ecuación (2.78) resulta:

M̄(q)q̈(t) + C̄(q, q̇)(t) + ḡ(q) = τ (t)− J⊺
cfext(t) (2.83)

Ademas, el vector de fuerzas/torque del espacio articular descrito en el sistema
de referencia del hexarrotor {Fu} está definido por la siguiente expresión:

τ ext(t) = T(q)fτext(t) (2.84)

donde, fτext =
[
fuext

⊺ τ aext
⊺
]⊺ es el vector de fuerza y torque descrito en el

espacio articular del sistema de referencia móvil y esta conformado por:

fuext =
[
ffext flext feext τψext

]⊺
τ aext =

[
τq1ext fq2ext fq3ext

]⊺ (2.85)
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2.5.4.5. Modelo Dinámico en Función a Velocidades

Ahora, representemos el vector de velocidades de coordenadas generalizadas q̇ en
términos del vector velocidad de la plataforma aérea por la igualdad q̇ = T (q)µ.
Donde, T (q) ∈ R7×7 es la matriz que transforma las velocidades asociadas en
el marco fijo {Fw} al marco de referencia móvil del hexarrotor {Fu}; y µ =[
vf vl ve ω q̇1 q̇2 q̇3

]⊺ es el vector de velocidades de maniobrabilidad
del robot. La aceleración q̈ es obtenida a partir de la derivada, tal que:

q̈ =
d

dt
(T (q)µ)= T (q) µ̇+ Ṫ (q)µ (2.86)

El modelo dinámico extendido expresado en función de las velocidades, acelera-
ciones en el marco referencial móvil {Fu}, se define como:

T(q)(fτ − fτex) =M̄ (q)T (q)µ̇+ ḡ (q) + ...

...+
[(

C̄ (q,µ)T (q) + M̄ (q) Ṫ (q)
)]

µ
(2.87)

despejando las fuerzas resulta:

fτ − fτex =
[
T(q)

−1
M̄ (q)T (q)

]
µ̇+

[
T(q)

−1
ḡ (q)

]
+ ...

...+
[
T(q)

−1
(
C̄ (q,µ)T (q) + M̄ (q) Ṫ (q)

)]
µ

(2.88)

donde, fτ=
[
fu

⊺ τ a
⊺
]⊺ es el vector de fuerzas y torques del robot manipulador

aéreo y está compuesto por:

fu =
[
ff fl fe τψu

]⊺
τ a =

[
τq1 τq2 τq3

]⊺ (2.89)

Ahora, para transformar el modelo dinámico del manipulador aéreo en función
de velocidades de referencia, obtenemos primero la transformación de los pares
del brazo robótico en función de las velocidades considerando los electro servo-
actuadores. Los torques aplicados en las articulaciones del brazo robótico están
calculador por:

τi =
ka
ra

(υti − kbq̇i) i = 1, 2, 3 (2.90)
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donde, q̇i representa la velocidad angular producida por cada articulación; ka
es la constante de torque multiplicada por la constante de reducción; ra es
la resistencia de armadura del motor; kb es la constante contra electromotriz
multiplicada por la constante de reducción; y υti es el voltaje aplicado a cada
motor. Por otro lado, los voltajes del motor son controlados por un controlador
PD, que es común en motores comerciales para seguir velocidades de referencia.
El modelo del controlador está descrito por:

υti = kp
(
q̇iref − q̇i

)
− kdq̈i (2.91)

donde, q̇iref es la velocidad angular de referencia; y q̈i es la aceleración angular
producida por los motores. Sustituyendo la ecuación ((2.91)) en la ecuación del
torque de cada motor ((2.90)) resulta:

τi =
ka
ra

(
kpq̇iref − (kp − kb) q̇i − kdq̈i

)
(2.92)

El vector de torque del brazo robótico τa está determinado por:

τa=Gpq̇a
ref

− (Gp+Gb) q̇a−Gdq̈a (2.93)

donde,
Gp =

(
kakp
ra

)
I3×3

Gd =
(
kakd
ra

)
I3×3

Gb =
(
kakb
ra

)
I3×3

(2.94)

Ahora, como el hexarrotor es un robot que recibe comandos de velocidad de
referencia, se asume que el control interno (actitud y altitud) del hexarrotor tiene
controladores de tipo PD. El robot tiene cuatro controladores que manejan las
tres velocidades lineales y la velocidad rotacional (guiñada). Como primera parte,
tenemos la expresión de la fuerza que se genera en cada dirección del robot en
función de las velocidades [74]. Además, según las propiedades aerodinámicas
[75, 76], existe una velocidad que se opone a la fuerza de empuje de los rotores en
cada dirección de la plataforma. Por tanto, la expresión de la fuerza total ejercida
por el robot viene dada por:

fi = kfi (ti − ktivi) i = f, l, e (2.95)



2.5. Dinámica del Manipulador Aéreo 59

donde, ti es el empuje del hexarrotor; kti es una constante que transforma la
velocidad actual vi en empuje opuesto debido a efectos aerodinámicos; y kfi es
una constante de arrastre que transforma en fuerza de desplazamiento lineal.
Ahora, se supone que el control interno del hexarrotor tiene controladores PD
para el empuje, por lo tanto, el empuje en las tres direcciones es:

ti = kp
(
viref − vi

)
− kdv̇i (2.96)

Como en la Ecuación (2.95), se supone que el torque rotacional producido por el
hexarrotor viene dado por:

τψu = kτ (tψu − kψuω) (2.97)

Y el controlador tipo PD para el torque rotacional tψu del robot es:

tψu = kp (ωref − ω)− kdω̇ (2.98)

En general, las fuerzas para el desplazamiento lineal y el par de rotación del
robot se definen por:

fi = kfikpviref −
(
kfikp + kf ikt

)
vi − kfikdv̇i i = f, l, e

τψu = kτkpωref − (kτkp + kτkψu)ω − kτkdω̇
(2.99)

Entonces, las fuerzas para el desplazamiento lineal y el par rotacional del robot
se calculan mediante:

fu = Gp1vuref
− (Gp1+Gb1)vu−Gd1v̇u (2.100)

donde, vuref
∈ R4 es el vector de comandos de velocidad de referencia del

hexarrotor, compuesto por:

vuref
=
[
vfref vlref veref ωfref

]⊺ (2.101)

vu ∈ R4 el vector de velocidades lineales actuales que genera el hexarrotor,

vu =
[
vf vl ve ω

]⊺ (2.102)

y v̇u ∈ R4 es el vector de aceleración del hexarrotor conformado por:

v̇u =
[
v̇f v̇l v̇e ω̇

]⊺ (2.103)
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Las matrices que representan la transformación de fuerzas en velocidades de
referencia están definidas por:

Gp1 =


kpf 0 0 0
0 kpl 0 0
0 0 kpe 0
0 0 0 kpψ

 Gb1 =


ktf 0 0 0
0 ktl 0 0
0 0 kte 0
0 0 0 ktψ



Gd1 =


kdf 0 0 0
0 kdl 0 0
0 0 kde 0
0 0 0 kdψ


(2.104)

Entonces, expresando el sistema en velocidades de referencia del hexarrotor y
del brazo robótico, resulta:

fτ=Gfpµref−Gfbµ−Gfd µ̇ (2.105)

donde,µref ∈ R7 es el vector de velocidades de referencia del robot manipulador
aéreo:

µref =
[
vuref

⊺ q̇aref
⊺
]⊺ (2.106)

µ ∈ R7 es el vector de velocidades del robot, con:

µ =
[
vu

⊺ q̇a
⊺
]⊺ (2.107)

µ̇ ∈ R7 es el vector de aceleración del robot, con:

µ̇ =
[
v̇u

⊺ q̈a
⊺
]⊺ (2.108)

y Gfp ,Gfb ,Gfd ∈ R7×7 son las matrices compuestas por los parámetros diná-
micos del sistema para transformar fuerzas y torques a velocidades:

Gfp =

[
Gp1 03×3

03×4 Gp

]
Gfb =

[
Gp1 +Gb1 03×3

03×4 Gp +Gb

]

Gfd =

[
Gd1 03×3

03×4 Gd

] (2.109)

Ahora, considerando el modelo dinámico del robot de la Ecuación (2.87) y la
Ecuación (2.105) resulta:
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Gfpµref −Gfbµ−Gfdµ̇ =
[
T(q)

−1
M̄ (q)T (q)

]
µ̇+ ...

...+
[
T(q)

−1
(
C̄ (q,µ)T (q) + M̄ (q) Ṫ (q)

)]
µ+ ...

...+
[
T(q)

−1
ḡ (q)

]
+ fτex

(2.110)

despejando la velocidad de referencia,

µref = G−1
fp

[
T(q)

−1
M̄ (q)T (q) +Gfd

]
µ̇+ ...

...+G−1
fp

[
T(q)

−1
(
C̄ (q,µ)T (q) + M̄ (q) Ṫ (q)

)
+Gfb

]
µ+ ...

...+G−1
fp

[
T(q)

−1
ḡ (q)

]
+G−1

fp
fτex

(2.111)

Por último, el modelo dinámico completo se puede escribir de la siguiente manera:

µref (t) = M (q) µ̇(t) +C (q,µ)µ(t) + g (q) +G−1
fp

fτex(t) (2.112)

donde,
M (q) = G−1

fp

[
T(q)

−1
M̄ (q)T (q) +Gfd

]
(2.113)

C (q, µ) = G−1
fp

[
T(q)

−1
C̄ (q, µ)T (q) + ...

...+T(q)
−1

M̄ (q) Ṫ (q) +Gfd

] (2.114)

g (q) = G−1
fp

T(q)
−1

ḡ (q) (2.115)

y
fτext(t) = T(q)−1Jc(q)

⊺fext(t)
= T(q)⊺Jc(q)

⊺fext(t)
= (Jc(q)T(q))⊺fext(t)

fτext(t) = (J(q))⊺fext(t)

(2.116)

Luego, el vector de la velocidad inducida por la fuerza de interacción con el
entorno en el extremo operativo queda expresado como:

µext(t) = G−1
fp

J⊺fext(t) (2.117)

tal que,

µext =
[
vfext vlext veext ωext q̇1ext q̇2ext q̇3ext

]⊺ (2.118)
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Por lo tanto, el modelo dinámico extendido del robot manipulador aéreo en
función de las velocidades, con la fuerza de interacción como velocidad externa,
queda representado de la siguiente forma:

µref (t) = M(q)µ̇(t) +C(q,µ)µ(t) + g(q) + µex(t) (2.119)

De igual manera, el modelo dinámico del manipulador aéreo sin considerar las
fuerzas/torques externos esta representado por:

µref (t) = M(q)µ̇(t) +C(q,µ)µ(t) + g(q) (2.120)

Observación 2 El uso del modelo dinámico Ecuación (2.119) o Ecuación (2.120)
depende de la tarea definida para el manipulador aéreo.

2.5.4.6. Modelo Dinámico Bajo Incertidumbres

La Ecuación (2.119) representa el modelo dinámico extendido del Manipulador
Aéreo (MA) sin tomar en cuenta perturbaciones externas ni dinámicas no mode-
ladas del robot. El modelo dinámico que considera perturbaciones y errores en el
modelado está representado por:

µref (t) = M (q) µ̇(t) +C (q,µ)µ(t) + g (q) + µex(t)− δµ̃(t) (2.121)

donde, δµ̃(t) ∈ Rn es el vector de incertidumbres dinámicas. Es un vector que
es un vector que depende de las perturbaciones externas y de las dinámicas no
modeladas de tal forma que:

δµ̃(t) = f(γε(t),γµ(t)) (2.122)

donde, γε ∈ Rn es el vector que representa las perturbaciones externas y
γµ ∈ Rn es el vector de las dinámicas no modeladas.

Observación 3 El vector de perturbación y dinámicas no modeladas del sistema,
es tomado en cuenta en el comportamiento del error de control a través del análisis
de robustez para los controladores que se proponen.



2.5. Dinámica del Manipulador Aéreo 63

2.5.4.7. Propiedades del Modelo Dinámico en Función a Velocidades

Dado que las matrices obtenidas para la transformación a velocidades de referen-
cia del modelo dinámicoGfp , Gfb y Gfd, son matrices definidas positivas, por
lo que las propiedades para el modelo dinámico en función a velocidades de la
Ecuación (2.119) y Ecuación (2.120) se obtuvieron basándose sen las propiedades
del modelo dinámico de la Ecuación 2.75 (Apéndice D), tal que:

Propiedad 1:MatrizM(q) es definida positiva y además se tiene que:

∥M(q)∥ < kM (2.123)

donde, kM ∈ R+.

Propiedad 2:Matriz C(q) cumple con la siguiente desigualdad:

∥C(q,µ)∥ < kC∥µ∥ ∀q ∈ Rn (2.124)

donde, kC ∈ R+.

Propiedad 3: Vector g(q) es acotado:

∥g(q)∥ < kG ∀q ∈ Rn (2.125)

donde, kG ∈ R+.

Propiedad 4: Vector de incertidumbres y perturbaciones δµ̃(t) se asume
es acotado:

∥δµ̃∥ ⩽ kδ (2.126)
donde, kδ ∈ R+.

2.5.4.8. Identificación Paramétrica

El método que se emplea para la identificación es a través de Identificación
General o de caja negra, donde el objetivo es establecer las relaciones entrada-
salida del sistema, sin hacer interpretaciones físicas sobre la composición del
modelo matemático. Con el objetivo de realizar la identificación de parámetros del
modelo del robot manipulador móvil aéreo, se propone realizar la identificación
mediante la minimización de una función objetivo:

mı́n f (ϑ) (2.127)
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donde, ϑ ∈ Rη es el vector de dimensión η que representa los parámetros del
sistema a identificar. La función a optimizar para encontrar los parámetros viene
dada por:

f (ϑ) = ∥µxi − µ̄∥ (2.128)

tal que, µxi es el vector de velocidad de referencia que excita al robot real; µ̄
es la velocidad proporcionada por el modelo dinámico obtenido a partir de los
datos reales del robot y se calcula mediante:

µ̄(t) = M
(
q0
)
µ̇0(t) +C

(
q0,µ0

)
µ0(t) + g

(
q0
)

(2.129)

donde, q0,µ0 y µ̇0 son los vectores de las posiciones, velocidades y aceleraciones
reales obtenidas del sistema robótico. Estas variables son obtenidas mediante lec-
turas de velocidad y las aceleraciones del robot, que al ser datos reales contienen
ruido. Por tanto, la aceleración µ̇0 se estima a partir de un filtro de primer orden
f (s) = λ

s+λ con λ > 0.

La identificación de los parámetros se realiza mediante el algoritmo de opti-
mización Quasi-Newton [77]. Se trata de un método de búsqueda lineal que
resuelve un subproblema de minimización aproximando el hessiano del lagran-
giano. Cuando el valor de f (ϑ) alcanza un mínimo, la búsqueda proporciona el
vector de parámetros ϑ que cumplen con la minimización de la función.

El modelo dinámico tiene un total de veintisiete parámetros (η = 27), que repre-
sentan combinaciones no lineales de masas de eslabones, momentos de inercia
del hexarrotor y de los eslabones del brazo robótico, entre otros parámetros que
componen el modelo dinámico. El modelo dinámico en función a los parámetros
se describe en el Apéndice E, en el Apéndice F se describe de mejor manera el
proceso de identificación y validación del modelo dinámico ante varias señales
de referencia, mientras que, en el Apéndice F.3 se presenta la tabla con los valores
obtenidos de los parámetros del modelo dinámico.

2.5.4.9. Modelo Dinámico Parametrizado

Una de las propiedades del modelo dinámico es la linealidad en los parámetros
(ver Apéndice D). Por lo tanto, la representación general del modelo dinámico se
puede expresar como:

µref (t) = M(q)µ̇(t) +C(q,µ)µ(t) + g(q) = Y(q,µ, µ̇)ϑ (2.130)
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donde, Y(q,µ, µ̇) ∈ Rn×η es la matriz compuesta por los vectores de veloci-
dades del robot y las variables de las coordenadas generalizadas; y ϑ ∈ Rη es
el vector de los parámetros de relaciones no lineales de parámetros físicos del
robot, como masas, momentos de inercia, entre otros. Por lo tanto, el sistema es
linealizable mediante retroalimentación, es decir, existe una transformación no
lineal tal que el sistema transformado es lineal y controlable.

2.6. Modelo de Proyección de Cámara

Como se conoce existe múltiples maneras de proporcionar información a un
robot para realizar el control autónomo. Una de estas es la obtención de datos a
través de imágenes es decir, información proporcionada por un sistema de visión
por computador. Para esto, es necesario comprender aspectos geométricos del
proceso de captura de imágenes y transformar a datos entendibles por el robot.

Para detallar los datos obtenidos de la cámara, en otras palabras, describir un
punto en el espacio tridimensional proyectado en el plano de imagen que es
un plano bidimensional, se utiliza el modelo de proyección de perspectiva de-
nominado pin-hole [78, 79]. Es un modelo geométrico utilizado en visión por
computadora y en robótica, que describe cómo se proyectan los puntos de un
espacio tridimensional (3D) sobre el plano bidimensional (2D) de una imagen
capturada por la cámara. Se fundamenta en el concepto de una cámara estenotipia
(pinhole), asumiendo que es una cámara ideal sin distorsión óptica.

En la Figura 2.6 se presenta la interpretación geométrica del modelo de la cámara
pinhole, donde, el eje óptico (Optical Axis) está alineado con el eje-Zc del sistema
de referencia de la cámara {Fc}, la distancia entre el origen del sistema de
referencia de la cámaraC se denomina longitud focal (Focal Lenght) f . Ahora, se
Fc = {C, XC , YC , ZC} es el marco de referencia de la cámara yFI = {I, UI , VI}
el marco de referencia del plano de la imagen, donde se proyecta la posición
del objetivo de interés (3D) o Features Points en (2D); y cpi ∈ R3 es el vector
de posición 3D del i-ésimo punto de interés del objetivo respecto al sistema de
referencia de la cámara {Fc} descrito por:

cpi =
[
cxi

cyi
czi
]⊺ ∈ R3 (2.131)

Entonces, la proyección en perspectiva del i-esimo punto característico del objeto
en el plano de la imagen {FI} genera el vector de características de la imagen



66 Capítulo 2. Modelo de Robots

Figura 2.6:Modelo de cámara pinhole.

ηi =
[
ui vi

]⊺ ∈ R2, determinado por:

ηi(
cxi,

cyi,
czi) =

[
ui
vi

]
= − f

czi

[
cxi
cyi

]
(2.132)

donde, f ∈ R+ es la distancia focal de la cámara y ui, vi son las características de
un objetivo de interés, que son extraídas de las imágenes que captura la cámara.
Ahora, la derivada temporal de la Ecuación (2.132) está dada por:

η̇ = −f

 1
czoi

0 −
cxoi
cz2oi

0 1
czoi

−
cyoi
cz2oi

cẋoicẏoi
cżoi

 (2.133)

Esta conversión se utiliza en técnicas de control servo-visual IBVS (Image-Based
Visual Servoing). IBVS es una técnica de control en robótica que utiliza direc-
tamente las características de los puntos de interés ηi que son extraídas de
las imágenes capturadas por una cámara para controlar el movimiento de un
robot. Otra de las aplicaciones de esta conversión matemática es que nos permi-
te detectar la profundidad de objetos utilizando la técnica denominada Visión
Estéreo
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2.6.1. Vision Estéreo

La visión estéreo permite detectar la profundidad de un objeto utilizando dos
cámaras separadas por una distancia conocida, imitando la percepción de pro-
fundidad del sistema visual humano. El principio fundamental se basa en la
disparidad entre las imágenes capturadas por cada cámara. Las ecuaciones mate-
máticas están basadas en la geometría epipolar y la triangulación estéreo para
calcular la profundidad de un punto en el espacio tridimensional. La Figura 2.7
presenta el esquema de la geometría epipolar para visión estéreo.

Figura 2.7: Geometría epipolar para visión estéreo.

Esta gráfica representa la configuración de una cámara estéreo, la cual cuenta con
dos cámaras separadas por una distancia conocida B línea base (Baseline). Las
dos cámaras capturan de forma simultánea dos imágenes (frames) de la misma
escena desde dos puntos diferentes.

Ahora, observando las figuras se puede identificar el punto 3D en cada plano
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imagen de cada cámara con coordenadas:

IpL = (u
L
, u

L
) IpR = (u

R
, u

R
) (2.134)

Figura 2.8: Plano de geometría epipolar.

La Figura 2.8 presenta el plano epipolar que se forma mediante las geometría
mostrada en la Figura 2.7 [79], suponiendo cámaras ideales, es decir, cámaras
estenopeicas. Por lo tanto, el sistema de coordenadas de la cámara estéreo puede
escribirse, a partir de triángulos similares (ver Figura 2.7), entonces, para la
cámara izquierda resulta la siguiente relación:

u
L

f
=
cxi
czi

u
L

czi =f
cxi

(2.135)

donde, czi es la profundidad (depth) del punto 3D respecto al marco referencial
de la cámara. Luego, tomando como referencia el marco de coordenadas 3D en
el origen en el centro óptico de la cámara izquierda {C

L
}, se tiene la siguiente

relación de triángulos para la cámara derecha:

−uR
f

=
B −c xi

czi

−u
R

czi =Bf − f cxi

(2.136)
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Sustituyendo el resultado de la Ecuación (2.135) en la Ecuación (2.136) resulta:

−u
R

czi =Bf − u
L

czi

u
L

czi − u
R

czi =Bf

czi =B
f

u
L
− u

R

(2.137)

De esto resulta que una constante típica de este tipo de cámaras determinada
por la diferencia entre las posiciones de los píxeles en las imágenes izquierda y
derecha es la disparidad d medida en pixeles, tal que:

d = u
L
− u

R

Por lo tanto, la profundidad de la imagen respecto al sistema de referencia de la
cámara está determinado por:

czi = f
B

d

Esto demuestra que la profundidad de un objeto es inversamente proporcional
a la disparidad, es decir, que cuanto más cerca está un objeto, mayor es su
desplazamiento entre las imágenes de ambas cámaras.

Por último, calculemos el valor de las coordenadas del punto en el espacio
respecto a la cámara. Primero, en la Ecuación (2.135) sustituimos el valor de la
profundidad czi, obteniendo:

cxi = u
L

B

d
(2.138)

Ahora, como se considera cámaras ideales se tiene v
L
= v

R
y tomando la otra

relación de triangulo similares:

u
L

f
=
cyi
czi

u
L
=f

cyi
czi

(2.139)

Reemplazando czi resulta:
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cyi = v
L

B

d
(2.140)

Por lo tanto, la profundidad y las coordenadas espaciales del punto 3D están
dados por:

czi = f Bd
cxi = u

L

B
d

cyi = v
L

B
d

(2.141)

Estas relaciones permitirán determinar las coordenadas de un objeto de interés
(target) en el espacio 3D utilizando dos cámaras.
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CAPÍTULO 3

Control para Manipuladores Aéreos con Prioridad en el
Ahorro de Energía

3.1. Introducción

La mayor parte de los robots aéreos tienen la capacidad de trabajar en múltiples
entornos para realizar tareas como navegación, inspección, transporte de objetos
de un lugar a otro. Teniendo en cuenta la constituciónmecánica de los UAVs, estos
no suelen tener la capacidad de ejecutar tareas de contacto, es decir, tareas activas
como: agarre aéreo, manipulación, transporte e incluso trabajo cooperativo para
manipular objetos pesados entre varios robots. Sin embargo, existen múltiples
alternativas que permiten al UAV ejecutar una tarea con carga, mediante el uso
de cuerdas flexibles montadas en la parte inferior [80]. Por ejemplo, en [25]
plantean el control de un cuadrirrotor con cuerda para trasladar objetos de forma
autónoma evitando colisionar con obstáculos durante la ejecución de la tarea
del UAV; en [26] proponen algo más sofisticado, que permite trasladar objetos
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sujetos de una cuerda por medio de dos UAVs. Aunque un vehículo aéreo puede
alcanzar y transportar objetos físicos, está limitado en la ejecución de tareas más
complejas que requieran mayor precisión. Con el fin de llevar a cabo estas tareas,
los sistemas robóticos aéreos pueden incorporar brazos en la estructura mecánica,
obteniendo así una gran versatilidad gracias a la cantidad de redundancia que
presenta este tipo de robots [81]. La unificación estructural entre el vehículo
aéreo y uno o más brazos robóticos se denomina comúnmente robot manipulador
aéreo.

Los manipuladores aéreos pueden realizar diversas tareas, que van desde la
manipulación de objetos con mayor precisión hasta la realización de tareas a
gran escala en lugares inaccesibles para los seres humanos e incluso para otro
tipo de robots [82, 83]. Las aplicaciones de los robots aéreos con manipuladores
robóticos forman parte actualmente de un amplio campo de estudio; por su parte,
en [84] utilizan un manipulador aéreo con dos brazos robóticos montados en la
plataforma aérea para girar válvulas en tuberías, donde los robots móviles no
tienen acceso. La propuesta tiene en cuenta el contacto físico del robot con el
entorno a través de la retroalimentación de fuerza. Por otro lado, en [51] estu-
dian la inspección y mantenimiento en tuberías extensas dentro de industrias
petrolíferas o de gas, industrias químicas, y otras industrias que dispongan de
tuberías. Para llevar a cabo las tareas de las que disponen los robots manipu-
ladores aéreos, se diseñan controladores que comúnmente se estudian desde
una perspectiva general, utilizando la cinemática y dinámica que conforman
la configuración del robot. En función del tipo de control requerido, el robot
puede estudiarse de forma conjunta o independiente (brazo robótico y vehículo
aéreo), donde los puntos de interés dependen de este tipo de análisis. En [85]
presentan el modelo matemático del manipulador aéreo con brazo robótico de
2-DOF para trasportar objetos de tamaño reducido de manera autónoma de un
lugar a otro; [52] construyen un manipulador aéreo con un brazo robótico de
6-DOF el cual es controlado con cinemática inversa para posicionar el extremo
operativo. El sistema se analiza de forma independiente, es decir, no se considera
como un único sistema integrado por el robot aéreo y el brazo robótico. Por otro
lado, en [55] proponen el uso del manipulador aéreo con el objetivo de abrir
y cerrar objetos tipo cajón; el análisis que desarrollan los autores es de forma
combinada entre el multirrotor y el brazo robótico. Del mismo modo, en [86] los
autores presentan el control de seguimiento de trayectoria del robot, se emplea
el modelo cinemático de todo el sistema de forma conjunta localizando el punto
de interés a controlar en el extremo operativo del robot. Como se puede observar,
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estos sistemas presentan alta adaptabilidad al entorno gracias a su configuración
mecánica, donde el brazo robótico suele instalarse en el centro de masa de la
plataforma aérea, con el fin de evitar cambios significativos en la dinámica debido
a la modificación de los momentos de inercia generados cuando el brazo realiza
movimientos para completar el objetivo [31, 56, 87, 88]. Por otro lado, mientras
mayor cantidad de actuadores tiene el robot, la autonomía energética será menor
en comparación con la autonomía de un simple UAV.

La autonomía de los diferentes robots que actualmente existen en el mercado
dependen de la cantidad de energía que consumen para ejecutar los movimientos
según las tareas asignadas, incluyendo aquellas que requieren contacto físico. En
este contexto, se propone un esquema de control para el seguimiento de camino
de un robot manipulador aéreo utilizando el modelo cinemático del sistema. A
diferencia de los trabajos existentes [30, 89, 90], el esquema de control aprovecha
la redundancia de este tipo de robots, haciendo posible proponer controladores
que permiten cumplir varios objetivos de control utilizando una única ley de
control. Como objetivo principal que se define es el seguimiento de camino a
través del extremo operativo del MA, que a diferencia de trabajos existentes en
la literatura, consiste en seguir un camino deseado con velocidad variable en
función a parámetros de la tarea deseada [51, 91]. Como objetivo secundario es
el ahorro de energía mediante da dotación de recursos al brazo robótico para
alcanzar el camino deseado. Esto se consigue mediante la modificación de la
estructura interna del robot, lo que permite ejecutar más movimientos con el
brazo robótico, es decir, el objetivo secundario es modificar la estructura interna
del robot según una estrategia energética. La propuesta se centra en tres tipos de
caminos definidos en el espacio de trabajo tridimensional XY Z .

3.2. Formulación del Problema

A pesar de los trascendentales avances tecnológicos alcanzados en robótica [92,
93, 94] un desafío importante en la actualidad es proporcionar mayor autonomía a
los UAV. Como se conoce los robots aéreos no tripulados ofrecen grandes ventajas
en una gama amplia de aplicaciones a nivel mundial. Sin embargo, debido a los
requisitos energéticos, se ven limitados en las distancias a recorrer, por tanto,
en la capacidad de cubrir grandes áreas de trabajo. Desafortunadamente, hoy
en día los tiempos máximos de vuelo en condiciones ideales de operación son



74
Capítulo 3. Control Energéticamente Eficiente para

Manipuladores Aéreos
limitantes para la mayoría de las aplicaciones prácticas, por ejemplo, el Phantom
4 y el Mavic 2 de DJI pueden operar hasta 30 minutos aproximadamente, el
AR.Drone alcanza un máximo de 12 minutos y el PARROT ANAFI Drone tiene
una autonomía de aproximadamente 25 minutos, esto en condiciones normales
de vuelo y a cierta altitud a nivel del mar. Los UAVs requieren que los motores
estén en continuo funcionamiento en comparación con otros robots móviles, ya
que deben mantener su propio peso en el aire todo el tiempo, por lo que nunca
dejan de consumir energía mientras están en funcionamiento.

Se han realizado varios estudios para mejorar la capacidad de los robots aéreos
a largo plazo. En [65] analizan tres formas de mejorar la eficiencia energética
de los robots aéreos: i) Optimización del hardware: en [64] mencionan que
el consumo de energía se mejora optimizando el peso del vehículo, es decir,
construir los robots con materiales ligeros e incluso reducir el tamaño de los
sensores y cámaras a bordo del vehículo; ii) Locomoción multimodal: un robot
aéreo puede combinarse con otros sistemas de locomoción para evitar el consumo
energético de los motores en estado estacionario, por ejemplo, la constitución
mecánica del robot para que pueda volar y caminar, este tipo de sistemas se
conocen como robots multimodales [65] y; iii) Optimización de algoritmos de
planificación y control de movimiento: muy poco estudiado, no hay variedad
de estudios significativos respecto a este método para mejorar la capacidad
energética de un robot aéreo [66, 68]. Por ejemplo, en [95] proponen un control
óptimo de un cuadricóptero para el consumo mínimo de energía. Los autores
buscan encontrar comandos de control y trayectoria que minimicen la energía
consumida por el robot durante la tarea deseada. Para ello, emplean el modelo
dinámico del robot y el modelo dinámico de la batería a bordo para estimar el
consumo de energía. Basándose en estos modelos proponen el funcional de coste
a minimizar para generar los comandos de velocidad que desplazan la aeronave
a la posición deseada. Asimismo, existen trabajos que proponen trayectorias
óptimas para el menor consumo energético. En [96] proponenmejorar el consumo
energético basándose en el modelo dinámico del UAV, desarrollando algoritmos
de control para el seguimiento de trayectorias con el fin de obtener información
del terreno mediante fotografías y cubrir la mayor superficie posible durante la
misión de vuelo. Teniendo en cuenta las restricciones energéticas y la resolución
mínima de las imágenes, los autores determinan mediante varias pruebas el
modelo aproximado de consumo energético y entonces obtienen la ruta mediante
algoritmos de path-planning considerando el consumo de energía del robot. El
algoritmo propuesto reduce la velocidad de la aeronave en determinada distancia
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por medio de la optimización de un funcional de costo propuesto. Otro trabajo
similar se da en [97], para un UAV de seis rotores (hexacóptero), donde minimizan
la longitud de la ruta que debe recorrer el robot para alcanzar el objetivo deseado
o múltiples objetivos. Sin embargo, este tipo de trabajos mencionados no toman
en cuenta la actitud del UAV durante el vuelo.

Los diversos métodos existentes en la actualidad para mejorar el consumo ener-
gético de los robots aéreos son propuestos en función de la distancia que el robot
tiene que recorrer, significa que se puede optimizar la ruta de viaje del robot
siempre y cuando que el robot tenga por objetivo trasladarse de un punto a otro
independientemente del camino que siga. Sin embargo, la energía consumida
por los robots aéreos autónomos no se centra únicamente en la distancia que
recorre el robot para ejecutar la tarea. Existen múltiples factores que afectan al
gasto energético del sistema. Así, en [98] se realiza el estudio de la relación entre
la navegación y el consumo energético para rutas predefinidas, se cuantifica el
gasto energético utilizando el modelo matemático de baterías de polímero de litio
(Lipo) que poseen la mayoría de los robots aéreos. En base a los experimentos
realizados, se concluye que para ahorrar energía en los cuadrirrotores es nece-
sario minimizar el tiempo de vuelo, como consecuencia de esto el robot tiene
que desplazarse lo más rápido posible de un punto a otro. Además, el menor
consumo de energía se produce cuando el robot ejecuta trayectorias rectas evi-
tando cambios en las consignas de velocidad, ya que hay un mayor consumo de
energía cuando la aeronave cambia bruscamente de rumbo e inversamente [99].
Así pues, se puede observar que si el robot se mueve en trayectorias rectas el
error de seguimiento y el consumo de energía son mínimos sin tener en cuen-
ta la velocidad de seguimiento de la trayectoria. Sin embargo, en trayectorias
complejas o con curvas pronunciadas, la velocidad de la aeronave afecta en el
error de seguimiento, resultando que el error es directamente proporcional a la
velocidad (ẽ ∝ v), lo que es una desventaja en tareas que requieran de mayor
precisión.

El caso de estudio de ésta tesis se enfoca en los manipuladores aéreos que tienen
una compleja constitución mecánica y electrónica, ya que está formado por
varias partes: i) Plataforma aérea (UAV), que puede ser cuadrirrotor, hexarrotor,
octarrrotor, y entre otros tipos de aeronaves habituales [100, 101]; ii) Uno o dos
brazos robóticos sobre la estructura de la aeronave, que tienen diferentes grados
de libertad en función del tamaño y peso soportado por la plataforma aérea; iii)
Sensores y actuadores que permiten el movimiento autónomo y la manipulación
de objetos de forma segura y precisa; por último, iv) Ordenador a bordo capaz de
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procesar las señales de los sensores, ejecutar algoritmos avanzados de control y
permitir la manipulación coordinada entre la plataforma aérea y el manipulador
robótico [102, 103]. Por lo tanto, el robot manipulador aéreo cuenta con mayor
número de dispositivos (mecánicos/electrónicos) y consume mayor energía para
el desempeño correcto del robot.

En consecuencia, se propone el control del manipulador aéreo con ahorro de
energía mientras el extremo operativo del robot sigue con velocidad constan-
te un camino deseado considerando tareas que requieren de mayor precisión
(soldadura, ensamble, entre otras) [104, 105]; por lo tanto, los errores de control
deben ser los más pequeños posibles. Como el robot tiene que seguir un perfil
definido a velocidad constante, las curvas presentes en la tarea generan pérdida
de energía producida principalmente por efectos de deslizamiento y corrección
de fuerzas centrífugas y centrípetas según la configuración del robot que ejecuta
la tarea especificada. Además, es indispensable conocer que la potencia de todo
el sistema es equivalente a la suma de las potencias consumidas en cada uno de
los dispositivos y actuadores del robot.

PT = Pu + Pm + Ps

donde,

Pu =
∑tf

t=0

∑n

i=1
Pui (t) = Pu1 (t) + Pu2 (t) + ...+ Pun (t)

representa la potencia total de la plataforma aérea compuesta por la suma de
las potencias que consume cada uno de los motores durante todo el tiempo de
funcionamiento; Pm es la potencia total consumida por el brazo robótico y viene
determinada por la suma de las potencias de los motores de enlace durante todo
el tiempo de funcionamiento

Pm =
∑tf

t=0

∑n

i=1
Pmi (t)

esto es:
Pm = Pm1 (t) + Pm2 (t) + ...+ Pmn (t)

y Ps es la potencia consumida por los sensores, computador a bordo, cámara, y
entre otros equipos electrónicos del manipulador aéreo que consumen potencia
constante mientras el robot está en funcionamiento y está dada por:

Ps =
∑n

i=1
Psi = Ps1 + Ps2 + ...+ Psn
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Entonces, el total de energía que consume el sistema robótico se puede determinar
mediante:

E = PT tf

donde, tf es el tiempo total que el sistema está en funcionamiento y PT es
la potencia total. El controlador propuesto minimiza los movimientos de la
plataforma aérea durante la ejecución de la tarea, reduciendo así el consumo
energético, según [106] donde discuten que los motores consumen la mayor parte
de la capacidad energética del robot siendo aproximadamente 95% (debido a
la masa e inercia de los rotores). Sin embargo, este consumo es mayor cuanto
más tiempo está el robot suspendido en el aire. Es evidente que los circuitos
eléctricos no tienen un consumo significativo en comparación con los sistemas
de propulsión del UAV; por otro lado, se añade el gasto energético debido a las
maniobras en vuelo y el consumo energético debido al efecto aerodinámico del
sistema que depende directamente de la velocidad del robot. Por lo tanto, se
consideran tres observaciones para la propuesta.

Suposición 3.2.1 Dependiendo de la configuración del brazo robótico, la potencia
de los motores está en función de la masa y tamaño de los eslabones; mientras que la
potencia consumida por plataforma aérea depende únicamente de los movimientos
de maniobra.

Suposición 3.2.2 El consumo de energía de la aeronave es significativamente
superior al consumo de energía del brazo robótico, ya que el brazo robótico montado
en la plataforma aérea es de peso reducido y la potencia de los motores es inferior a
la potencia de los motores del UAV.

Suposición 3.2.3 Durante la interacción acoplada (hexarrotor + brazo robótico), la
extensión o retracción del brazo robótico desplaza el centro de masa del manipulador
aéreo e induce momentos que el UAV debe compensar, lo cual puede aumentar
transitoriamente su consumo de energía. A pesar de esto, la estrategia de control que
se propone prioriza, la ventaja de uso del brazo robótico para reducir maniobras de
la plataforma aérea (variaciones de empuje y actitud), con el objetivo de disminuir
el consumo total de energía.

Estos supuestos permiten formular estrategias de control que priorizan el uso de
los actuadores del brazo robótico frente a los de la plataforma aérea, favoreciendo
la eficiencia energética global del sistema.
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En base a lo anterior, en este capítulo se propone un esquema de control enfocado
en una estrategia que optimiza el consumo de energía de un robot manipulador
aéreo para la tarea de seguimiento de camino. El control se plantea como un
esquema coordinado, entendido como la asignación conjunta y complementaria
de movimientos entre la plataforma aérea y el brazo robótico, de manera que
cada subsistema aporte únicamente el desplazamiento necesario para posicionar
correctamente el extremo operativo. Los criterios de diseño considerados son:

1. Variación de la velocidad deseada a lo largo del camino.

2. Reducir los movimientos innecesarios de la plataforma aérea a lo largo
del camino. Para esto, el brazo robótico realiza la mayor cantidad de movi-
mientos para posicionar el extremo operativo sobre el camino deseado.

Observación 4 El consumo energético es medido de todo el sistema (corriente y
voltaje total), por lo que los resultados experimentales incorporan el efecto acoplado
UAV y brazo robótico.

3.3. Consideraciones del Modelo Cinemático

Para la propuesta de este controlador, la tarea a cumplir por el extremo operativo
se define en el sistema de referencia fijo {Fw} y la orientación considerada es
únicamente la orientación del hexarrotor (ψu). Por lo tanto, la cinemática directa
de la Ecuación (2.38) se reduce a:

r (q) =

[
pr (q)
ψu (q)

]
=


rx
ry
rz
ψu

 (3.1)

y la cinemática diferencial de la Ecuación (2.42) a:

ṙ (q) = J (qu,qa)µ(t) (3.2)

donde,

ṙ (q) =

[
ṗr (q)

ψ̇u (q)

]
=


ṙx
ṙy
ṙz
ψ̇u

 (3.3)
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es el vector de velocidades lineales del extremo operativo del manipulador aéreo
y la velocidad angular del hexarrotor,

J (qu,qa) =

[
Jp (q)
Jψ (q)

]
(3.4)

es el Jacobiano del robot y µ(t) ∈ Rn es el vector de velocidades de maniobrabi-
lidad (Ecuación (2.45)).

3.4. Propuesta del Controlador

El controlador propuesto tiene como objetivo conseguir que el punto de interés
del manipulador aéreo (extremo operativo) siga un camino descrito en el espacio
XY Z con respecto al sistema de referencia {Fw}. El camino deseado está defi-
nido por variable P (s) que no está parametrizado en el tiempo y una velocidad
deseada υd que se considera fija o variable dependiendo de los parámetros de
la tarea a ejecutar, lo que difiere de los trabajos encontrados en la literatura
[86, 89, 90, 107]. La Figura 3.1 muestra el problema de seguimiento de camino
considerado en el presente capítulo.

En este contexto:

P(s) =

px (s)
py (s)
pz (s)

 (3.5)

es el camino deseado. El camino deseadoP(s) se define a partir de una secuencia
discreta y ordenada de puntos en el espacio tridimensional,

P(s) = {p1,p2, . . . ,pN} , pi =
[
pxi pyi pzi

]⊺ ∈ R3,

donde los puntospi están definidos en un orden de recorrido desde el punto inicial
p1 hasta el punto final pN . Por consiguiente, el parámetro de camino s aumenta
de forma uniforme, lo cual define un sentido de seguimiento preestablecido.
En consecuencia, las condiciones iniciales y los parámetros utilizados en el
controlador se formulan considerando que la dirección deseada de avance del
extremo operativo está determinada previa a la ejecución de la tarea.
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Figura 3.1: Problema de seguimiento de camino.

Luego, el vector:

pd =

pxd
pyd
pzd

 (3.6)

representa el punto del camino más cercano al extremo operativo del robot
manipulador aéreo. Este vector se convierte en el punto deseado a seguir. Por lo
tanto, el error de control en posición de seguimiento de camino está determinado
por:

p̃r = pd − pr (3.7)

escrito como la norma del error resulta:

ρ = ∥p̃r∥ (3.8)

El vector de error está determinado de la siguiente manera:
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p̃r =

p̃x
p̃y
p̃z

 =

pxd − rx
pyd − ry
pzd − rz

 (3.9)

La orientación deseada en cada punto cercano al extremo operativo está dado
por ψd, de tal manera que el error de orientación del hexarrotor en cada punto
cercano al extremo operativo es:

ψ̃u = ψd − ψu (3.10)

Por otra parte, la dirección de la velocidad del camino está dada por el vector
tangente Tp en pd, ver la Figura 3.1, donde α representa la orientación de la
proyección de Tp sobre el plano-XY y se mide a partir del eje-X del marco de
referencia fijo {Fw}; y β representa el ángulo entre el vector tangente y el plano
horizontal en el marco fijo {Fw}. Estos ángulos son calculados por:

α = arctan

(
dpyd
ds
dpxd
ds

)

β = arctan

 dpzd
ds∥∥∥∥(dpxd

ds ,
dpyd
ds

)∥∥∥∥


(3.11)

Dado que el camino deseado cuenta con curvaturas, para este caso es indispensa-
ble definir la curvatura Γ para curvas en el espacio XY Z en función al camino
deseado como:

Γ =

∥∥∥Ṗ × P̈
∥∥∥∥∥∥Ṗ∥∥∥3 (3.12)

y Γxy para curvas en el plano-XY como:

Γxy =

∣∣ṗxp̈y − ṗy p̈x
∣∣((

ṗx
)2

+
(

ṗy
)2) 3

2

(3.13)

En cuanto a Ṗ y P̈ , se obtienen a partir de la diferenciación numérica para la
primera y segunda derivada utilizando la fórmula de diferencias centradas, tal
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que:

Ṗ (k)=
P (k + 1)−P (k − 1)

2T0
(3.14)

P̈ (k)=
P (k − 1)− 2P (k) +P (k + 1)

T0
2 (3.15)

donde, T0 es el período de muestreo; P (k + 1) es el punto siguiente del camino
correspondiente a un instante de muestreo k y P (k − 1) es el punto anterior
del camino correspondiente a un instante de muestreo.

Observación 5 Como la curvaturaΓ cambia en función del camino deseadoP (s),
se propone suavizar la curvatura para generar ligeros cambios en la velocidad
deseada y no picos inesperados de variación en υd.

Por lo tanto, se utiliza un filtro de media móvil exponencial (EMA) para suavizar
la curvatura en cada período de muestreo:

Γc (k) = ςΓ (k) + (1− ς) Γc (k − 1) (3.16)

donde, ς ∈ (0, 1) es una constante de suavizado; Γ (k) es el valor actual de la
curvatura a filtrar; y Γc (k − 1) es el valor de la curvatura filtrada en el período
de muestreo anterior.

3.4.1. Esquema de Control

3.4.1.1. Controlador

A fin de realizar la tarea deseada en el espacio XY Z del sistema de referencia
fijo {Fw} para el extremo operativo con el menor consumo de energía posible,
se consideran dos aspectos principales para la propuesta:

1. Modificación de la velocidad deseada en función de los parámetros de la
tarea deseada.

2. Evitar que el hexarrotor ejecute movimientos que no sean necesarios para
que el extremo operativo alcance el camino deseado.
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Por tanto, los movimientos que son evitados por la plataforma aérea, son com-
pensados mediante el cambio de posición de las articulaciones del brazo robótico
con el propósito de conseguir el objetivo de control por parte del manipulador
aéreo.

Esto es posible porque el sistema es altamente redundante, es decir, el manipula-
dor aéreo tiene grados de libertad adicionales sobre el espacio de tareas Rm, esto
es evidente en el Jacobiano de la cinemática diferencial del manipulador aéreo
(Ecuación (2.47) y Ecuación (2.4.1.2)). Donde:

J (q) : Rn → Rm con n = 7 > m = 4 (3.17)

En el Apéndice B se muestra la conceptualización de la redundancia de un sistema
[108, 109]. El mismo que es considerado para la propuesta del controlador de
seguimiento de camino con objetivos secundarios para mejorar el consumo de
energía durante la ejecución de la tarea.

Tomando la consideración, la Figura 3.2 representa el esquema de control propues-
to para el seguimiento del camino, que incluye el lazo de control de la estructura
interna del manipulador aéreo. La plataforma aérea utilizada en este trabajo
recibe comandos de velocidad, es decir, internamente dispone de un controlador
que permite alcanzar las referencias de velocidad para ejecutar los movimientos
deseados en el espacio. El controlador interno transforma las órdenes de veloci-
dad a la plataforma aérea en órdenes de velocidad para los motores de las hélices
del hexarrotor.

La ley de control está formada por la suma de dos acciones de control:

La primera permite realizar la tarea propuesta que es el seguimiento de
camino (µp).

La segunda permite modificar la configuración interna del sistema para
minimizar el consumo de energía durante la ejecución de la tarea (µn).

Por tanto, la acción de control total resulta:

µK(t) = µp(t) + µn(t) (3.18)
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Figura 3.2: Esquema del controlador propuesto para el seguimiento de camino y
esquema de control interno del robot que recibe comandos de velocidad.
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3.4.1.2. Acción de Control para el Seguimiento de Camino

El vector de control µp(t) ∈ R7 es la acción de control principal que permite al
extremo operativo del manipulador aéreo seguir el camino deseado. Por tanto, la
acción de control implica los errores de seguimiento de camino y de orientación
del hexarrotor, además de la velocidad deseada en el punto más cercano del
camino al extremo operativo del robot. El vector de control para el seguimiento
de camino se define por:

µp(t) = J†(q)(vd(t) + L1 tanh(L
−1
1

K1r̃(t))) (3.19)

donde, J†(q) es la matriz Pseudoinversa de Moore-Penrose por derecha de J(q)
calculada como:

J(q)† = J(q)⊺(J(q)J(q)⊺)−1 para m < n (3.20)

r̃(t) ∈ R4 es el vector que contiene los errores de seguimiento de camino del
extremo operativo y de orientación del hexarrotor, definido por:

r̃(t) =

[
p̃r(t)

ψ̃u(t)

]
(3.21)

donde, p̃r(t) representa el error de seguimiento de camino (Ecuación (3.9)) y
ψ̃u(t) el error de orientación del hexarrotor (Ecuación (3.10)). El vector vd(t) ∈
R4 representa la velocidad deseada para la posición del extremo operativo y para
la velocidad angular deseada del hexarrotor en el punto más cercano al extremo
operativo, tal que:

vd =

[
vpd

(t)
vψd(t)

]
(3.22)

donde, vpd
∈ R3 es el vector de velocidad lineal deseado sobre el camino en el

punto pd para posicionar el extremo operativo, y está defino por:

vpd(t) =

vxdvyd
vzd

 =

υd cos (α) cos (β)υd sin (α) cos (β)
υd sin (β)

 (3.23)

cuyas proyecciones sobre los ejes X , Y y Z son las velocidades vxd , vyd y vzd
respectivamente. Nótese que:

υd = ∥vpd
∥ (3.24)
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es la norma del vector de velocidad deseada del extremo operativo. La velocidad
deseada υd de la tarea puede depender de ciertos parámetros, por ejemplo: la
velocidad máxima, el error de control, la curvatura del camino o la pendiente del
camino, entre otros. Por lo tanto, se propone una velocidad deseada en función a
determinados parámetros:

υd = f(υmáx, ρ,Γ,Γxy) (3.25)

donde, υmáx ∈ R+ es la máxima rapidez deseada de la tarea, ρ = ∥p̃r∥ es la
norma del error de control, Γ representa la curvatura del camino deseado en el
espacio y Γxy representa la curvatura sobre el plano-XY .

Ahora, la velocidad angular deseada (vψd ) para el extremo operativo es obtenida
a través de la regla de la cadena, definida como:

vψd(t) =
d

ds

(
arctan

(
dpyd
ds
dpxd
ds

))
ṡ

=
dα

ds

ds

dt

=
dα

ds
∥vpd

∥

(3.26)

donde, dαds representa la tasa de cambio del ángulo de orientación del camino en
el plano respecto al avance sobre el camino y ds

dt = ∥vpd
∥ es la rapidez constante

con que se recorre el camino.

Observación 6 Para este caso se considera que el ángulo deseado de orientación
del hexarrotor sea tangente al camino, sin embargo, puede existir casos que el ángulo
de orientación deseado sea ψd = cte ⇒ vψd = 0 o si ψd = f(t) ⇒ vψd = ψ̇d

Por último, L1,K1 ∈ Rm×m son matrices diagonales definidas positivas que
ponderan los errores de control, definidas como:

L1 =

[
Lp1 03×1

01×3 lψ1

]
K1 =

[
Kp1 03×1

01×3 kψ1

]
(3.27)

tal que,

Lp1 =

lx1 0 0
0 ly1 0
0 0 lz1

 Kp1 =

kx1 0 0
0 ky1 0
0 0 kz1

 (3.28)
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donde, lx1, ly1, lz1, lψ1 ∈ R+ son las constantes positivas de la matriz de peso
L1; y kx1, ky1, kz1, kψ1 ∈ R+ son las constantes positivas de la matriz de peso
K1.

3.4.1.3. Acción de Control en el Espacio Nulo

La segunda ley de control µn(t) ∈ R7 se basa en la proyección ortogonal sobre
N (J(q)), dado que el espacio de entrada R4 del Jacobiano tiene dos espacios
asociados: i) el rango del Jacobiano que es un subespacio deRn; y ii) el subespacio
N (J) que es un subespacio de R7 mapeado por J (q) al vector nulo del espacio
de la tarea R4 como se ve en la Figura B.1. Por lo tanto, la segunda acción
de control permite modificar la estructura interna del manipulador aéreo sin
comprometer la tarea principal que es el seguimiento de camino. La acción de
control µn modifica las articulaciones del robot en función de los parámetros de
la tarea deseada y se define por:

µn(t) = (I7×7 − J(q)†J(q))µm(t) (3.29)

donde,
(
I− J(q)†J(q)

)
es el operador de proyección ortogonal sobre el espacio

N(J(q)); µm(t) ∈ Rn es el vector de velocidades que generan cambios en las
articulaciones del manipulador aéreo y no afectan a las velocidades del extremo
operativo, y por tanto a su posición. En otras palabras, el vector de velocidades
µm(t) nomodifica la posición final del extremo operativo. El vectorµm(t) puede
depender de varios parámetros como: el error de control (ρ), la curvatura (Γ) o la
configuración deseada de las articulaciones del brazo robótico (qd), por lo tanto:

µm(t) = f (qd, ρ,Γ) (3.30)

3.4.2. Estrategia de Ahorro de Energía

Con el fin de realizar la tarea prevista con el menor esfuerzo realizado por el
manipulador aéreo, es decir, consumiendo la menor cantidad de energía durante
el seguimiento de camino, se considera el primer criterio de ahorro de energía
que es la velocidad lineal deseada del extremo operativo. El objetivo de modificar
la velocidad deseada en función de la curvatura es principalmente evitar que el
robot derrape en curvas muy cerradas, mientras el ρ permite que la velocidad de
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corrección de errores sea moderada, ya que la potencia en los rotores aumen-
ta para alcanzar velocidades elevadas. Se propone empíricamente la siguiente
función algebraica para variar la velocidad de seguimiento de camino en cada
instante de muestreo del manipulador aéreo:

υd =
υmáx

1 + k1
Γc(k)
máx(Γ) + k2 tanh (ρ)

(3.31)

donde, Γc (k) es el la curvatura filtrado; ρ es el módulo de error de seguimiento
de camino; y k1, k2 ∈ R+ son constantes adimensionales positivas que ponderan
la curvatura y el error de control. La función propuesta para la velocidad deseada
υd considera la velocidad deseada máxima de seguimiento de camino υmáx, la
curvatura del camino Γc y la norma del error de control ρ, por lo tanto;

si Γc → 0 y ρ→ 0 ⇒ υd ≈ υmáx

si Γc > 0 o ρ > 0 ⇒ υd < υmáx
(3.32)

Como segunda estrategia de ahorro energético, se considera la redundancia
que presenta el sistema proponiendo una acción de control secundaria que se
proyecta sobre el espacio nulo de J(q). El vectorµn(t) permite ejecutar todos los
movimientos del brazo robótico del manipulador aéreo necesarios para alcanzar
el objetivo de control. Se plantea que la configuración del brazo robótico varíe en
función de la curvatura del camino, es decir, en presencia de curvas en el camino
el brazo robótico cambia la configuración de la manipulabilidad deseada y en el
caso de no existir curvas el brazo mantiene la configuración interna deseada. El
vector de velocidad proyectado en el espacio nulo está propuesto de la siguiente
forma:

µm(t) = K2 tanh (L2∆q(t)) (3.33)

donde, ∆q ∈ R7 es el vector que tiene las variaciones de las velocidades de
maniobrabilidad del manipulador aéreo definido por:

∆q(t) =

[
∆qu

∆qa

]
(3.34)

donde, ∆qu ∈ R4 es el vector que tiene las variaciones de las velocidades de
maniobrabilidad del hexarrotor y ∆qa ∈ R3 es el vector de las variaciones
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internas de las articulaciones del brazo robótico. L2,K2 ∈ R7×7 son matrices
diagonales de ganancia positiva que ponderan la variación de las velocidades
articulares y las velocidades de maniobrabilidad del hexarrotor. El vector∆qu(t)
también puede definirse en función de parámetros dados por el usuario: velocidad
máxima del hexarrotor, error de control o curvatura del camino, de manera que:

∆qu(t) = f (vumax , ρ,Γ) (3.35)

donde, vumax ∈ R4 es el vector de velocidades máximas del hexarrotor.

El vector ∆qa contiene las variaciones de velocidad que modifican la estructura
interna del brazo robótico. Este vector se define en función de la curvatura
del camino, del error de control y de las posiciones articulares deseadas para
mantener un índice de manipulabilidad aceptable [110],

w =
√
det (J(q)J(q)⊺) (3.36)

Por lo tanto, se proponen tres configuraciones del brazo robótico para diferentes
tipos de caminos:

1. Para el movimiento en el eje-Z .

2. Para el movimiento en el plano-XY .

3. Para el movimiento en el espacio tridimensional-XY Z

Cada configuración evita maniobrar el hexarrotor en el eje-Z , en el plano-XY o
en el espacio XY Z .

3.4.2.1. Configuración 1: Movimiento en el eje-Z

La configuración se basa en caminos con variación en el eje-Z . La Figura 3.3
muestra la configuración del robot propuesta para movimientos en el eje-Z .

La estructura interna del brazo robótico depende del movimiento de las articula-
ciones q2 y q3 según el perfil del camino deseado P(s) en el eje-Z ; mientras que
el movimiento en la articulación q1 depende de la posición deseada. El vector de
variación de velocidades de maniobrabilidad ∆qu del hexarrotor y está definido
como:

∆qu(t) =
[
0 0 (vde − ve) 0

]⊺ (3.37)
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Figura 3.3: Configuración 1 (eje-Z).

donde, vde representa la velocidad deseada del hexarrotor en el eje-E del sistema
de referencia móvil {Fu}; y ve es la velocidad de elevación lineal actual del robot.
Ahora, el vector que modifica la estructura interna∆qa del brazo robótico se
propone como:

∆qa =


q1d − q1(

q2d + kq2
Γz

1+kρ tanh(ρ)

)
− q2(

q3d − kq3
Γz

1+kρ tanh(ρ)

)
− q3

 (3.38)

donde, q1d, q2d y q3d son las posiciones deseadas de las articulaciones del brazo
robótico,

qd =
[
q1d q2d q3d

]⊺ (3.39)

Γz es la variación del camino a lo largo del eje-Z del marco de referencia fijo
{Fw}, definido como:

Γz = tanh

(
p̈z

máx(p̈z(s))
− 1

)
(3.40)

donde, tanh(•) es una función para saturar las variaciones del eje-Z ; y kq2, kq3
son ganancias positivas que permiten ponderar la variación de las articulaciones.
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3.4.2.2. Configuración 2: Movimientos en el plano-XY

La Figura 3.4 muestra la configuración propuesta para movimientos en el plano-
XY .

Figura 3.4: Configuración 2 (plano-XY).

La variación de las articulaciones q2 y q3 se definen en función de la estructura
interna deseada y la curvatura en el plano-XY . Además, se considera que la
orientación q1 es perpendicular al camino deseado P(s). El vector de variación
de la velocidad de maniobra para el hexarrotor∆qu se propone como:

∆qu =
[
(vdf − vf ) (vdl − vl) 0 0

]⊺ (3.41)

donde, vdf , vdl son las velocidades deseadas frontal y lateral, respectivamente
del hexarrotor; y vf , vl son las velocidades lineales actuales del hexarrotor. El
vector∆qa se propone como:

∆qa =


(
q1d − π

2

)
− q1(

q2d + kq2
tanh(Γxy)

1+kρ tanh(ρ)

)
− q2(

q3d − kq3
tanh(Γxy)

1+kρ tanh(ρ)

)
− q3

 (3.42)
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donde, kq2 y kq3 son ganancias positivas que ponderan la variación de las ar-
ticulaciones q2 y q3 del brazo robótico respectivamente; Γxy es el valor de la
curvatura en el plano-XY y está calculado a partir de la Ecuación (3.13).

3.4.2.3. Configuración 3: Movimiento en el espacio-XYZ

La configuración es una combinación de la configuración 1 y la configuración 2
para considerar caminos con curvaturas en el espacio-XY Z . La Figura 3.5 mues-
tra la propuesta para esta configuración.

Figura 3.5: Configuración 3 (espacio-XYZ).

La configuración 3 añade una ganancia en la variación de la estructura interna del
brazo robótico para dar prioridad a cada variación, es decir, si se requiere que el
brazo trabaje más en el plano-XY ; en el eje-Z del marco fijo {Fw}; o la variación
se comparte entre el plano-XY y el eje-Z , permitiendo así trabajar en el espacio
de trabajoXY Z . El vector de variación de velocidades de maniobrabilidad∆qu

del hexarrotor se propone por:

∆qu =
[
(vdf − vf ) (vdl − vl) (vde − ve) 0

]⊺ (3.43)
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Por último, el vector que modifica la estructura interna del brazo robótico∆qa

se propone de la siguiente manera:

∆qa =


(
q1d − π

2

)
− q1(

q2d +
∆k(kxy2tanh(Γxy))+(1−∆k)(kz2Γz)

1+kρ tanh(ρ)

)
− q2(

q3d − ∆k(kxy3tanh(Γxy))+(1−∆k)(kz3Γz)
1+kρ tanh(ρ)

)
− q3

 (3.44)

donde, kxy2, kxy3 ∈ R+ y kz2, kz3 ∈ R+ son ganancias positivas para cuantificar
la variación de las articulaciones q2, q3. Finalmente,∆k ∈ [0, 1] es una constante
que pondera la variación de cada configuración.

3.5. Análisis de Estabilidad

Para el análisis de estabilidad del sistema se tiene en cuenta que existe un se-
guimiento perfecto de la velocidad. Es decir, el manipulador aéreo ejecuta sin
error la velocidad generada por el controlador, por lo que el modelo cinemático
diferencial verifica que:

µ(t) ≡ µK(t) (3.45)

Sustituyendo la ley de control propuesta µK(t) de la Ecuación (3.18) en la Ecua-
ción (2.46) resulta que:

ṙ(t) = J (q)
[
µp(t) + µn(t)

]
(3.46)

Tomando las acciones de control µp(t) de la Ecuación (3.19) y un(t) de la Ecua-
ción (3.29) obtenemos:

ṙ = J
[
J† (vd + L1 tanh

(
L−1

1
K1r̃

))
+
(
I−J†J

)
µm

]
(3.47)

Ahora, sustituyendo J† = J⊺(JJ⊺)
−1 en la Ecuación (3.47) y considerando

JJ† = JJ⊺(JJ⊺)
−1

= I y J
(
I−J†J

)
= J

(
I−J⊺(JJ⊺)

−1
J
)
= 0, resulta:

vd − ṙ+ L1 tanh
(
L−1
1 K1r̃

)
= 0 (3.48)
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Separemos la Ecuación (3.48) según la Ecuación (3.4), Ecuación (3.3) y Ecua-
ción (3.23), obteniendo:

0 =

[
vpd

(t)
vψd(t)

]
−
[
ṗr(q)

ψ̇u(q)

]
+ ..

...+

[
Lp1 0
0 lψ1

]
tanh

([
Lp1 0
0 lψ1

]−1[
Kp1 0
0 kψ1

][
p̃r

ψ̃u

]) (3.49)

donde, lψ1 y kψ1 son las ganancias positivas que ponderan el error de orientación
del hexarrotor; mientras que Lp1,Kp1 ∈ R3×3 son las matrices diagonales
positivas que ponderan los errores de control de posición de seguimiento de
camino.

3.5.1. Estabilidad de la Orientación en el Seguimiento de
Camino

Para analizar la estabilidad del control de orientación de la Ecuación (3.49),
tomando únicamente la parte inferior que pertenece a la orientación, resulta:

vψd − ψ̇u + lψ1 tanh
(
l−1
ψ1kψ1ψ̃u

)
= 0 (3.50)

Sustituyendo el error de velocidad ˙̃
ψ = vψd−ψ̇ en la Ecuación (3.50) y despejando,

resulta:
˙̃
ψu = −lψ1 tanh

(
l−1
ψ1kψ1ψ̃u

)
(3.51)

Ahora, proponemos una candidata de Lyapunov,

V =
1

2
ψ̃2
u (3.52)

de modo que su derivada resulta,

V̇ = ψ̃u
˙̃
ψu (3.53)

y sustituyendo ˙̃
ψu obtenemos:

V̇ = −lψ1ψ̃ tanh
(
l−1
ψ1kψ1ψ̃u

)
(3.54)
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Puesto que lψ1, kψ1 son constantes positivas y tanh(•) es una función impar,
entonces se deduce que:

V̇ < 0 , definida negativa. (3.55)

Por lo tanto,

ψ̃u (t) → 0 cuando t→ ∞ (3.56)

En consecuencia, se concluye que el sistema de control para la orientación es
asintóticamente estable.

3.5.2. Estabilidad de la Posición de Seguimiento de Camino

Consideremos la parte superior de la Ecuación (3.49), de modo que la ecuación
de lazo cerrado resulta ser:

ṗr = vpd
+ Lp1 tanh

(
L−1
p1Kp1p̃r

)
(3.57)

Ahora, el vector de posición del extremo operativo pr(q) según las coordenadas
de Frenet [111, 112] tiene dos componentes, ver la Figura 3.1:

prT que es la componente Tangencial en Tp en el camino.

prN es la componente Normal enNp en el camino.

La velocidad en la dirección tangencial Tp resulta ṗrT = vpd
, esto signifi-

ca que el extremo operativo tiene velocidad en la dirección tangencial al ca-
mino. Por otro lado, la velocidad en la dirección normal Np resulta ṗrN =
Lp1 tanh

(
L−1
p1Kp1p̃r

)
, indica la velocidad normal a la tangente en el camino,

con la que el extremo operativo se aproxima al camino. Según las coordenadas
de Frenet, la velocidad ṗrN tiene la dirección que va hacia el punto más cercano
del camino, por lo que el error de posición disminuye. En consecuencia, se puede
afirmar que ṗrN = − ˙̃pr, y que la Ecuación (3.57) de lazo cerrado pasa a ser:

˙̃pr + Lp1 tanh
(
L−1
p1Kp1p̃r

)
= 0 (3.58)
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Ahora, proponemos una candidata de Lyapunov,

V =
1

2
p̃⊺
r p̃r (3.59)

La derivada con respecto al tiempo de la candidata de Lyapunov y sustituyendo
la Ecuación (3.58) resulta:

V̇ = −p̃⊺Lp1 tanh
(
L−1
p1Kp1p̃

)
(3.60)

Recordando que Lp1 y Kp1 son matrices diagonales positivas y que la función
tanh (•) es una función impar, se deduce que:

V̇ < 0 (3.61)

es decir, es definida negativa. Por lo tanto,

p̃r (t) → 0 cuando t→ ∞ (3.62)

lo que significa que el sistema de control para la posición es asintóticamente
estable. En conclusión, el extremo operativo converge al camino deseado; y
cuando está sobre el camino, el extremo operativo se mueve con velocidad
tangencial vpd

.

3.6. Análisis de Robustez

En el análisis de estabilidad del controlador, se considera que existe un segui-
miento perfecto de la velocidad, es decir, que el robot manipulador aéreo sigue
perfectamente las velocidades proporcionadas por el controlador. Sin embargo,
en situaciones reales el sistema tiene su propia inercia y está expuesto a pertur-
baciones producidas por el robot y el entorno en el que se realizan las pruebas
experimentales. Las perturbaciones pueden ser producidas por la presencia de
viento durante la prueba experimental, por cambios en los momentos de inercia
del robot debido al movimiento del brazo robótico, entre otros. Así, la inercia del
vehículo y las perturbaciones causan velocidades no deseadas al manipulador
aéreo denominadas γp(t) que se supone que están acotadas. Por lo tanto, se
deduce que la ecuación de lazo cerrado para el seguimiento de camino de posición
en lugar de la Ecuación (3.57), ahora es:

˙̃pr + Lp1 tanh
(
L−1
p1Kp1p̃r

)
= Jpγp (3.63)
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Sustituyendo la Ecuación (3.63) en la derivada de la candidata de Lyapunov de la
Ecuación (3.60) obtenemos que:

V̇ = p̃⊺
r

(
Jpγp

)
− p̃⊺

rLp1 tanh
(
L−1
p1Kp1p̃r

)
(3.64)

Para que la Ecuación (3.64) sea negativa definida, debe cumplirse la siguiente
condición:

p̃⊺
rLp1 tanh

(
L−1
p1Kp1p̃r

)
> p̃⊺

r

(
Jpγp

)
(3.65)

Por lo tanto, una condición suficiente para que la Ecuación (3.64) sea definida
negativa es que: ∥∥Lp1 tanh

(
L−1
p1Kp1p̃r

)∥∥ > ∥∥∥Jpγp

∥∥∥ (3.66)

Para errores grandes, la tangente hiperbólica está dentro de la zona de saturación,
de tal forma que,

tanh
(
L−1
p1Kp1p̃r

)
≈ 1 (3.67)

Entonces, la Ecuación (3.66) se verifica con:

∥Lp1∥ >
∥∥Jpγp

∥∥ (3.68)

que establece una condición de diseño de la ganancia Lp1 para que los errores
p̃r disminuyan. Ahora bien, para errores de control de seguimiento de camino
pequeños, la tangente hiperbólica se encuentra en su región lineal, de tal modo
que la expresión resulta:

Lp1 tanh
(
L−1
p1Kp1p̃r

)
≈ Kp1p̃r (3.69)

En consecuencia, la condición de la Ecuación (3.66) se verifica con:

λmı́n(Kp1) ∥p̃r∥ >
∥∥Jpγp

∥∥ → ∥p̃r∥ >
∥Jpγp∥
λmı́n(Kp1)

(3.70)

Entonces, implica que los errores de control de seguimiento de camino p̃r están
acotados en última instancia por:

∥p̃r∥ ≤

∥∥∥Jpγp

∥∥∥
σλmı́n (Kp1)

(3.71)
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con 0 < σ < 1 normalmente el valor de σ es cercano a 1 y∥∥γp

∥∥ ⩽ b (3.72)

donde b ∈ R+ es una constante positiva, es decir, la única condición para la
validez de la condición de la Ecuación (3.71) es que gamma (γp) debe estar
acotada. En conclusión, el controlador propuesto en presencia de perturbaciones
permanece estable y presenta estabilidad de señales de error finalmente acotadas.
El error p̃r(t) termina siendo acotado en función de la cota de las perturbaciones.
Caso contrario, en la ausencia de perturbaciones resulta:

p̃r (t) → 0 con t→ ∞ (3.73)

Observación 7 El controlador propuesto es un controlador de cinemática inversa
con matriz de rango completo en el modelo cinemático del sistema. Además, re-
presenta un sistema redundante. Por lo tanto, se garantiza la controlabilidad del
sistema bajo referencias arbitrarias.

3.7. Resultados Experimentales

Para las pruebas experimentales se utilizó el robot Manipulador Aéreo construido
durante el desarrollo de esta tesis descrito en el Apéndice A. En la Figura 3.6
se puede observar el robot y el entorno donde se realizaron las pruebas expe-
rimentales. Es importante recalcar que para la obtención de datos de corriente
y tensión, el sistema cuenta con un sensor ACS758 y su correspondiente placa
acondicionadora. El tiempo de muestreo utilizado para el lazo de control es de
100 milisegundos (T0 = 0,1 [s]). El despegue del robot se realiza manualmente y
con el brazo robótico en una posición segura, es decir, sin interferir con el tren
de aterrizaje del hexarrotor. Una vez que el robot despega a una altura segura, se
eleva el tren de aterrizaje y el brazo robótico toma la condición inicial de cada
articulación. Por último, el robot se posiciona de forma autónoma en la condición
inicial deseada para poner en marcha cada controlador. Los datos experimentales
se almacenan en el computador a bordo para su análisis y elaboración de gráficos
posteriormente.
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Figura 3.6: Robot para pruebas experimentales en el entorno real.

3.7.1. Descripción de la Experimentación

Las pruebas experimentales consisten en comparar el controlador propuesto para
minimizar el consumo de energía y el controlador que no considera estrategia
de ahorro de energía (controlador estándar). Las pruebas experimentales se
realizan en condiciones similares tanto para el controlador propuesto como para
el estándar, los experimentos planteados son:

E.1: El primer experimento consiste en que el manipulador aéreo ejecuta
el seguimiento de camino con un período de tiempo definido en minutos
[min] para ambos controladores.

E.2: El segundo experimento consiste en recorrer una distancia determi-
nada en metros [m] con el extremo operativo con ambas estrategias de
control.

E.2: El tercer experimento consiste en realizar el seguimiento de camino
considerando el mismo consumo energético con ambas estrategias de
control en kilovatios-hora [kWh].

3.7.1.1. Cálculo del Consumo de Energía

El consumo de energía se determina por medio de la integral de la potencia en el
tiempo. Como se cuenta con varias muestras en cada período de muestreo, es
decir, mediciones discretas de la potencia tomadas a intervalos T0, la energía
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total consumida E en kilovatios-hora [kWh] se puede aproximar mediante la
siguiente expresión:

E =
N∑
i=1

Pi ·∆t (3.74)

donde:

E: Energía total en kilovatios-hora [kWh].

Pi: Potencia instantánea medida en el instante i, en kilovatios [kW].

∆t: Intervalo de muestreo en horas.

N : Número total de muestras.

Si el intervalo de muestreo está dado en segundos, se convierte a horas mediante:

∆t =
T0seg
3600

(3.75)

donde, T0seg representa el período de muestreo en segundos. Finalmente, al
multiplicar cada potencia por su intervalo correspondiente y sumar todas las
contribuciones, se obtiene el consumo total de energía durante el período consi-
derado.

Hay que tener en cuenta que los experimentos se realizan en una región con una
altitud de 2597 [m] sobre el nivel del mar, por lo que el sistema aéreo consumemás
energía para mantenerse estable. La velocidad media del viento en el momento
de las pruebas experimentales fue de 25 [km/h] y la varianza de la velocidad del
viento durante las pruebas experimentales es de 61.6 [km2/h2]. En el siguiente
enlace puede verificar con más detalle las condiciones ambientales durante las
pruebas experimentales [113].

3.7.2. Controlador Estándar

El control estándar de seguimiento de camino utilizado para la comparación con
el controlador propuesto se basa en la cinemática inversa [89]. El controlador no
realiza cambios en la velocidad deseada y tampoco realiza la modificación de la
estructura interna del brazo robótico en función de la curvatura de los caminos.
Por lo tanto, se considera como un controlador estándar de seguimiento de camino
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con rapidez deseada constante ∥vpd
∥ = υd y ángulos de las articulaciones

del brazo robótico constantes. Además, el vector µm = K2 tanh (L2∆q) que
genera cambios en la configuración interna del robot se utiliza para mantener
las articulaciones del brazo robótico en valores constantes.

Observación 8 Las pruebas experimentales del controlador propuesto no conside-
ran el consumo de potencia durante el despegue y aterrizaje del manipulador aéreo,
ya que la propuesta se centra en la etapa de ejecución de la tarea definida. Además,
se entiende que la potencia para el despegue y el aterrizaje es similar para los dos
controladores comparados, ya que las condiciones del sistema antes de realizar estas
maniobras son prácticamente las mismas.

3.7.3. Ajuste de Parámetros

Los parámetros del controlador se definen en función de las condiciones ob-
tenidas del análisis de estabilidad. Entonces, para una mejor aproximación de
las ganancias del controlador, se realizan simulaciones en Matlab con el banco
de pruebas del sistema. El banco de pruebas permite conectar el hexarrotor al
software de simulación (DJI Assistan 2 Software), mientras el brazo robótico
ejecuta los movimientos deseados. Con el valor final aproximado de las ganancias,
se realizan varias pruebas experimentales para efectuar ajustes finos en vuelo.
La ventaja de este procedimiento es garantizar la seguridad de la plataforma en
vuelo y optimizar el tiempo experimental.

3.7.4. Resultados Experimentales (Configuración 1)

Para validar el funcionamiento de la primera configuración (caminos con cur-
vaturas en el eje Z), se realizaron tres experimentos con cada controlador. Las
pruebas experimentales se llevaron a cabo en un entorno amplio y despejado, con
el fin de evitar daños al manipulador aéreo y contar con el espacio suficiente para
el desarrollo seguro de la tarea. Los parámetros utilizados en los experimentos
se presentan en la Tabla 3.1.

Los resultados que se muestran a continuación fueron ejecutados durante un
tiempo de t = 6 [min]. Los resultados se comparan con el seguimiento de
caminos estándar, que no tiene en cuenta el análisis de curvatura para modificar
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Tabla 3.1
Parámetros de control (Configuración 1)

Controlador Propuesto Controlador Estándar
px (s) = sin(2s) [m]
py (s) = 6 cos(s) [m]
pz (s) = 3

20 sin (20s) + 3
25 cos (40s) + 2 cos

(
3
25 s
)
+ 8 [m]

ψd = α q1d = 0 q2d = − 1
12π q3d =

1
6π [rad]

υd = f (υmáx, ρ,Γ)

υmáx = 0,25 [m/s]
vd = vmáx = 0,25 [m/s]

k1 = 0,15 k2 = 0,3

kq2 = 0,75 kq3 = 0,95

kρ = 3

N/A

∆qu = [0, 0, 0− ve, 0]
⊺

∆qu = [0, 0, 0, 0]
⊺

∆qa = [q̃1, q̃2, q̃3]
⊺

con: q̃i = qid − qi

K1 = diag ([0,64, 0,65, 0,6, 0,5])

L1 = diag ([0,95, 0,95, 0,95, 0,1])

K2 = diag ([0, 0, 0,5, 0, 1, 1, 2])

K2 = diag ([0, 0, 0,5, 0, 1, 1, 2])

la velocidad deseada y modificar la estructura interna del brazo robótico. Las
condiciones iniciales del hexarrotor y del brazo robótico son:

xu(t0) = 1 [m] yu(t0) = −2 [m] zu(t0) = 6 [m] ψu(t0) =
π
2 [rad]

q1(t0) = 0 [rad] q2(t0) = 0 [rad] q3(t0) =
1
2π [rad]

Las Figura 3.7 y Figura 3.8 presentan el movimiento del robot con ambos contro-
ladores. El vídeo recreado en Matlab con los datos experimentales obtenidos se
puede ver en [114].
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Figura 3.7:Movimiento ejecutado por el robot con el controlador propuesto.

Figura 3.8:Movimiento ejecutado por el robot con el controlador estándar.

En la Figura 3.9 se muestran los errores de control de seguimiento de camino
p̃r(t), obtenidos del experimento con el controlador propuesto. Por su parte, la
Figura 3.10 presenta los errores correspondientes al experimento con el contro-
lador estándar de seguimiento de camino. Se observa que ambos controladores
conducen los errores de control a valores próximos a cero, aunque se hacen
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notorios los efectos de las perturbaciones sobre dichos errores.

Figura 3.9: Errores producidos con el controlador propuesto.

Figura 3.10: Errores producidos con el controlador estándar.

La norma del error de control ρ se presenta en la Figura 3.11. La línea azul
corresponde al error de control con el controlador propuesto, mientras que la
línea roja representa el error de control del controlador estándar de seguimiento
de camino. Se observa cómo ambos controladores mantienen la norma del error
cercana a cero. Ante perturbaciones inducidas, ambos sistemas son capaces de
compensarlas, manteniendo el extremo operativo sobre el camino deseado.

La Figura 3.12 muestra la variación de las articulaciones del brazo robótico.
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Figura 3.11: Módulos de los errores de control producidos con los dos controla-
dores ρ.

Se aprecia que las articulaciones (q11 , q21 , q31 ) cambian continuamente con el
controlador propuesto, adaptándose a la curvatura de la trayectoria en el eje
Z (línea azul), lo que evita que el hexarrotor realice movimientos adicionales
para que el extremo operativo alcance el camino deseado. Como resultado, se
contribuye a minimizar el consumo energético. Por el contrario, el controlador
estándar mantiene fija la configuración interna deseada del brazo robótico (línea
roja).

La potencia consumida por el robot se muestra en la Figura 3.13, la cual presenta
los resultados de las seis pruebas experimentales realizadas bajo las mismas con-
diciones ambientales y con la carga inicial de las baterías al 100 %. Se observa que
las mediciones de potencia correspondientes al controlador propuesto (línea azul)
son inferiores en comparación con las del controlador estándar de seguimiento
de camino (línea roja).

La Figura 3.14 muestra el comportamiento del índice de manipulabilidad (w)
durante el experimento, para un intervalo de t = 6 [min]. Se observa que, en
ambos casos, el valor del índice semantiene por encima de 1 (w > 1). Sin embargo,
la manipulabilidad con el controlador de seguimiento de camino propuesto (línea
azul) varía en función de los parámetros de la tarea, tal como se esperaba, a
diferencia del controlador estándar (línea roja), cuyo valor permanece constante.
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Figura 3.12: Variación de las articulaciones del brazo robóticos con ambos
controladores.

Figura 3.13: Potencia consumida en los experimentos ejecutados para la Confi-
guración 1 con ambos controladores.
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Figura 3.14: Variación del índice de manipulabilidad con ambos controladores.

Por último, la Figura 3.15 muestra que la velocidad deseada no es constante para
el controlador propuesto, debido a la expresión definida en la Ecuación (3.25). En
cambio, para el controlador estándar, la velocidad se mantiene constante durante
toda la tarea.

Figura 3.15: Velocidad deseada vd para el seguimiento de camino con ambos
controladores.

3.7.4.1. Análisis de los Experimentos (Configuración 1)

En la Tabla 3.2 se muestran los resultados obtenidos con el manipulador aéreo
en los tres experimentos ejecutados para cada estrategia de control (E.1, E.2,
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E.3). En el experimento E.1, que consiste en ejecutar la tarea durante 6 [min], se
observa que el controlador propuesto recorre una mayor distancia y presenta
un menor consumo de energía en comparación con el controlador estándar. En
el experimento E.2, que implica recorrer la misma distancia sobre el camino
deseado con el extremo operativo, el manipulador aéreo requiere más tiempo
para completar la tarea, pero el consumo energético es inferior al registrado con
el controlador estándar.

Finalmente, a partir de los resultados del experimento E.3, se observa que, con
un mismo consumo energético, la autonomía del robot es mayor al utilizar el
controlador propuesto. Además, el extremo operativo recorre una distancia supe-
rior en comparación con el controlador estándar. Esta mejora puede apreciarse
claramente al analizar la potencia total consumida en los experimentos, lo que
evidencia el aumento de autonomía asociado al uso del controlador propuesto.

Tabla 3.2
Comparación de los resultados experimentales para la Configuración 1.

Control Tiempo [min] Distancia [m] Energía [kWh]

E.1
Propuesta 6 94.93 0.1280
Estándar 6 101.72 0.1485

E.2
Propuesta 6.277 100 0.1339
Estándar 5.86 100 0.1561

E.3
Propuesta 5.713 93.0241 0.125
Estándar 5.07 82.7484 0.125

3.7.5. Resultados Experimentales (Configuración 2)

Para validar ésta configuración se define un camino con curvaturas en el plano
XY , de forma análoga que las prubas anteriores, se realiza múltiples experimen-
tos registrando el consumo de energía bajo las mismas condiciones ambientales.
Los parámetros del controlador correspondientes a la Configuración 2 se presen-
tan en la Tabla 3.3.
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Tabla 3.3
Parámetros de control (Configuración 2)

Controlador Propuesto Controlador Estándar
px (s) = 13

(
0,25− 0,04cos2 (5s)

) 1
2 cos (s) + 1 [m]

pz (s) = 7 [m]
py (s) = 13

(
0,25− 0,04cos2 (5s)

) 1
2 sin (s) + 3 [m]

ψd = α q1d = − 1
3π

q2d =
1
6π q3d =

1
2π [rad]

ψd = α q1d = 0
q2d =

1
18π q3d =

5
9π [rad]

υd = f (υmáx, ρ,Γ)

υmáx = 0,2 [m/s]
vd = vmáx = 0,2 [m/s]

k1 = 0,25 k2 = 0,5

kq2 = 0,5 kq3 = 0,7

kρ = 1,5

N/A

∆qu = [0− vf , 0− vl, 0, 0]
⊺

∆qu = [0, 0, 0, 0]
⊺

∆qa = [q̃1, q̃2, q̃3]
⊺

con: q̃i = qid − qi

K1 = diag ([0,75, 0,75, 0,5, 0,9])

L1 = diag ([0,9, 0,9, 0,75, 1])

K2 = diag ([01×4, 0,15, 1,75, 1,75])

K2 = diag ([01×4, 0,75, 1, 1])

Los resultados que se presentan a continuación corresponden a la prueba experi-
mental en la que el manipulador aéreo consume determinada cantidad de energía
de 0,1389 [kWh] durante la ejecución de la tarea. Las condiciones iniciales del
hexarrotor y del brazo robótico son las siguientes:

xu(t0) = 3 [m] yu(t0) = 0 [m] zu(t0) = 8 [m] ψu(t0) =
1
6π [rad]

q1(t0) = 0 [rad] q2(t0) = − 5
36π [rad] q3(t0) =

1
2π [rad]

La Figura 3.16 indica el movimiento realizado por el manipulador aéreo con el
control propuesto. Se aprecia cómo el hexarrotor se mantiene por dentro del
camino mientras el extremo operativo se ajusta para alcanzar el camino deseado
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P(s). El resultado del desplazamiento del extremo operativo con el controlador
estándar se observa en la Figura 3.17. Se puede ver cómo el extremo operativo
sigue el camino deseadomientras el hexarrotor permanece orientado en dirección
al camino. El video recreado en Matlab con los datos experimentales obtenidos
se puede ver en [115].

Figura 3.16:Movimiento ejecutado por el robot con el controlador propuesto.

Figura 3.17:Movimiento ejecutado por el robot con el controlador estándar.
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La Figura 3.18 presenta los errores de seguimiento de camino del extremo opera-
tivo del manipulador aéreo p̃r, resultantes del experimento con el controlador
propuesto. Mientras que la Figura 3.19 presenta los errores de control p̃r pro-
ducidos durante el experimento con el controlador estándar de seguimiento de
camino.

Figura 3.18: Errores producidos con el controlador propuesto.

Figura 3.19: Errores producidos con el controlador estándar.

El módulo del error de control ρ se presenta en la Figura 3.20, el gráfico de color
azul corresponde al error de control con el controlador propuesto, mientras que
el de color rojo es el error de control del controlador estándar de seguimiento



112
Capítulo 3. Control Energéticamente Eficiente para

Manipuladores Aéreos
de camino. Se observa cómo ambos controladores mantienen la norma del error
cerca de cero ρ ≈ 0.

Figura 3.20: Módulos de los errores de control producidos con los dos controla-
dores ρ.

El consumo de potencia del manipulador aéreo se presenta en la Figura 3.21. Esta
figura muestra los resultados de las seis pruebas experimentales realizadas bajo
las mismas condiciones ambientales, con la batería del sistema cargada al 100 %.

Figura 3.21: Potencia consumida en los experimentos ejecutados para la Confi-
guración 2 con ambos controladores.

La Figura 3.22 muestra la variación de las articulaciones del brazo robótico
durante el experimento. Se observa que las articulaciones (q11 , q21 , q31 ) cambian
continuamente bajo el control propuesto, adaptándose a la trayectoria en el
plano-XY (curva en color azul), lo que evita que el hexarrotor deba realizar
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movimientos adicionales para que el extremo operativo siga el camino deseado.
En contraste, el controlador estándar mantiene fija la configuración interna del
brazo robótico (curva en color rojo).

Figura 3.22: Variación de las articulaciones del brazo robóticos con ambos
controladores.

La Figura 3.23 muestra el comportamiento de la manipulabilidad (w) durante el
experimento con ambos controladores. Se observa que el valor demanipulabilidad
se mantiene por encima de la unidad (w > 1), lo que indica que la modificación
en la estructura interna preserva un nivel aceptable de manipulabilidad.

Por último, la Figura 3.24 muestra la velocidad deseada para cada controlador.
Tal como se esperaba, en el caso del controlador propuesto, la velocidad deseada
varía en función de los parámetros definidos, mientras que para el controlador
estándar se mantiene constante.
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Figura 3.23: Variación de la manipulabilidad con ambos controladores.

Figura 3.24: Velocidad deseada vd para ambos controladores.

3.7.5.1. Análisis de los Experimentos (Configuración 2)

La Tabla 3.4 presenta los resultados de varios experimentos realizados con los dos
controladores. Se puede observar que la energía consumida por el manipulador
aéreo con el controlador propuesto es menor en comparación con la cantidad de
energía consumida por el controlador estándar. Se puede ver que el controlador
propuesto cumple con el objetivo de minimizar el consumo de energía, por lo
tanto, hay más autonomía para ejecutar una tarea específica.
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Tabla 3.4
Comparación de los resultados experimentales para la Configuración 2.

Control Tiempo [min] Distancia [m] Energía [kWh]

E.1
Propuesta 6 77.14 0.1277
Estándar 6 84.442 0.1492

E.2
Propuesta 5.41 70 0.1129
Estándar 4.996 70 0.1250

E.3
Propuesta 6.24 89.637 0.1389

Estándar 5.4583 78.0742 0.1389

3.7.6. Resultados Experimentales (Configuración 3)

De forma similar que los experimentos anteriores, se lleva a cabo varios experi-
mentos, ahora el comino deseado incluye curvaturas en el espacio-XY Z . Estas
pruebas permiten evaluar el desempeño del controlador exigiendo una mayor
coordinación entre el hexarrotor y el brazo robótico. Los parámetros utilizados
se presentan en la Tabla 3.5.

Los resultados experimentales corresponden a la condición de igual distancia
recorrida por el extremo operativo del robot. Se define que recorra una distancia
de 80 [m] registrando la cantidad de energía consumida por los dos controladores.
Las condiciones iniciales para el hexarrotor son:

xu(t0) = 2 [m] yu(t0) = 2 [m]

zu(t0) = 10 [m] ψu(t0) =
1
4π [rad]

y las condiciones iniciales del brazo robótico son:

q1(t0) = 0 [rad] q2(t0) = − 1
6π [rad] q3(t0) =

1
4π [rad]

La Figura 3.25 y Figura 3.26 presentan el movimiento ejecutado por el hexarrotor
y el extremo operativo con el controlador propuesto y el controlador estándar de
seguimiento de camino respectivamente. Se puede observar cómo el hexarrotor,
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Tabla 3.5
Parámetros de control (Configuración 3)

Controlador Propuesto Controlador Estándar

py (s) = 10
(
0,25− 0,04cos2 (5s)

) 1
2 sin (s)− 5 [m]

py (s) = 10
(
0,25− 0,04cos2 (5s)

) 1
2 sin (s)− 5 [m]

pz (s) = 0,25 sin (20s) + 2 cos (4s) + 0,3 sin (10s) + 15 [m]
ψd = α q1d = 0 q2d = − 1

6π
q3d =

1
2π [rad]

ψd = α q1d = 0 q2d = − 1
18π

q3d =
5
12π [rad]

υd = f (υmáx, ρ,Γ)

υmáx = 0,25 [m/s]
vd = vmáx = 0,25 [m/s]

∆k = 0,5 k1 = 0,2

k2 = 0,3 kρ = 2

kq2 = 0,5 kq3 = 0,7

kxy2 = 1,5 kz2 = 0,4

kxy3 = 1,3 kz3 = 0,9

N/A

∆qu = [0, 0, 0, 0]
⊺

∆qa = Ec.(3.44)

∆qu = [0, 0, 0, 0]
⊺

∆qa = [q̃1, q̃2, q̃3]
⊺

con: q̃i = qid − qi

K1 = diag ([0,75, 0,75, 0,6, 0,9])

L1 = diag ([0,9, 0,9, 0,75, 1])

K2 = diag ([0, 0, 0, 0, 1, 2, 2])

K2 = diag ([0, 0, 0, 0, 0,75, 1, 1])

durante la tarea se encuentra fuera del camino deseado, mientras que el extremo
operativo se ajusta para alcanzar el camino deseado P (s) con el controlador
propuesto. Mientras que con el controlador estándar, se observa como el extremo
operativo sigue el camino deseado manteniendo al hexarrotor sobre el camino.
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Figura 3.25: Evolución del extremo operativo con el controlador propuesto en
el espacio-XY Z y sobre el plano-XY .

Figura 3.26: Evolución del extremo operativo con el controlador estándar en el
espacio-XY Z y sobre el plano-XY .

La Figura 3.27 muestra la evolución de los errores de posición del extremo opera-
tivo durante el experimento de seguimiento de camino, p̃r, con el controlador
propuesto. Por su parte, la Figura 3.28 presenta la evolución de dichos errores
durante el experimento realizado con el controlador estándar de seguimiento de
camino.
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Figura 3.27: Errores producidos con el controlador propuesto.

Figura 3.28: Errores producidos con el controlador estándar.

La norma de los errores de control, ρ, de ambos controladores se presenta en la
Figura 3.29. La gráfica de línea azul corresponde al error de control obtenido con
el controlador propuesto, mientras que la línea roja representa el error generado
durante el experimento con el controlador estándar. Se observa cómo ambos
controladores mantienen los errores próximos a cero, es decir, p̃r ≈ 0 lo que
evidencia que se cumple con el objetivo de control. Además, se aprecia que la
presencia de perturbaciones inducidas por el viento genera oscilaciones en la
norma del error.
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Figura 3.29:Módulo de los errores de control con ambos controladores ρ.

La Figura 3.30 muestra la variación del índice de manipulabilidad (w) del brazo
robótico durante los experimentos, para una distancia de 80 [m]. Como se espe-
raba, el valor de la manipulabilidad varía según el camino deseado al utilizar el
controlador propuesto, mientras que con el controlador estándar se mantiene
constante. En ambos casos, el índice de manipulabilidad permanece por encima
de uno (w > 1).

Figura 3.30: Variación de la manipulabilidad con ambos controladores.



120
Capítulo 3. Control Energéticamente Eficiente para

Manipuladores Aéreos
La Figura 3.31 muestra la velocidad deseada para cada controlador. De forma
similar a los experimentos anteriores, la velocidad con el controlador propuesto
varía en función de la curvatura del camino, mientras que con el controlador
estándar de seguimiento de camino se mantiene constante.

Figura 3.31: Velocidad deseada vd para el seguimiento de camino con ambos
controladores.

El consumo de potencia en cada período de muestreo del robot manipulador
aéreo se presenta en la Figura 3.32. La gráfica muestra el consumo de las seis
pruebas experimentales realizadas bajo las mismas condiciones ambientales y
con la carga de las baterías al 100 %.

Figura 3.32: Potencia consumida en los experimentos ejecutados para la Confi-
guración 3 con ambos controladores.

Finalmente, la Figura 3.33 presenta la evolución de las articulaciones del brazo
robótico con ambos controladores. Las articulaciones con el controlador pro-
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puesto (color azul) cambian continuamente, es decir, en función a la curvatura
del camino, tal y como se lo esperaba. Mientras que con el controlador estándar
(color rojo) mantiene fija la estructura interna del brazo robótico durante la
ejecución de la tarea.

Figura 3.33:Variación de las articulaciones del brazo robótico registradas durante
el experimento con el controlador propuesto y el controlador estándar.

3.7.6.1. Análisis de los Experimentos (Configuración 3)

La Tabla 3.6 presenta los resultados de varios experimentos ejecutados para cada
estrategia de control (E.1, E.2, E.3). Se puede observar que la energía consumida
por el manipulador aéreo con el controlador propuesto es menor en comparación
con la cantidad de energía consumida por el controlador normal.
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Tabla 3.6
Comparación de los resultados experimentales para la Configuración 3.

Control Tiempo [min] Distancia [m] Energía [kWh]

E.1
Propuesta 7 102.3678 0.1522
Estándar 7 125.3184 0.1818

E.2
Propuesta 4.64 80 0.1042
Estándar 4.4925 80 0.1134

E.3
Propuesta 5.93 95.4969 0.1389
Estándar 5.4125 90.4609 0.1389

3.7.7. Análisis General

Las variaciones presentadas en la Figura 3.12, Figura 3.22 y Figura 3.33 mues-
tran cómo las articulaciones del brazo robótico cambian durante las pruebas
experimentales con el controlador propuesto. Sin embargo, hay que tomar en
cuenta que dichas variaciones no interfieren con la configuración interna del
manipulador aéreo, ya que los experimentos se realizan a bajas velocidades y
las variaciones son moderadas. Además, la estructura interna del brazo robóti-
co es liviana, por lo tanto, cuando el brazo realiza movimientos no afecta a la
plataforma aérea.

Por último, la Figura 3.15, Figura 3.24 y Figura 3.31 representan la velocidad
deseada para cada experimento. Sin embargo, esta velocidad no es la velocidad
real que el robot ejecuta, ya que para corregir los errores de seguimiento de
camino producidos por perturbaciones, hay velocidades adicionales generadas
por el controlador (Ecuación (3.19)). Además, dado que se trata de un controlador
cinemático, el objetivo principal es posicionar el extremo operativo sobre el
camino deseado y no corregir el punto de ajuste de velocidad deseada, que es lo
que hace un controlador con compensación dinámica, que en el próximo capítulo
se verá con más detalle.
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CAPÍTULO 4

Control Multitarea con Compensación Dinámica
Basado en Métodos Numéricos

4.1. Introducción

Algunos de los algoritmos de control utilizados para resolver problemas de
movimiento en manipuladores aéreos se basan en el modelo cinemático y el
modelo dinámico del sistema robótico. En la literatura, existen diversas técnicas
de control de movimiento que involucran cinemática y/o dinámica, por ejemplo,
en [116] se presenta el seguimiento de trayectoria de un manipulador aéreo
mediante un algoritmo adaptativo para compensar las variaciones en la dinámica
del UAV por sus siglas en inglés, pero sin considerar la dinámica del brazo robótico.
De manera similar, en [117] se propone un control de seguimiento de trayectoria
basado en un algoritmo adaptativo de norma H-infinito, donde el brazo robótico
se modela como una perturbación dentro del modelo del manipulador aéreo. En
[118] se presentan algoritmos de control adaptativo basados en modelo para un
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MA subactuado, compuesto por un multirrotor convencional y un brazo robótico.
Los autores consideran la plataforma aérea y el brazo robótico como dos sistemas
independientes para su modelado y control. En el mismo contexto, en [119] se
introduce un control de posición basado en la técnica de modo deslizante, donde
el modelo dinámico del robot supone que la masa de la plataforma aérea está
incluida en la masa del primer eslabón, lo que genera problemas de control debido
al cambio del centro de gravedad. Para solucionar esto, los autores implementan
una ley de control adaptativo. Varios trabajos en la literatura [53, 120] presentan
el modelo dinámico de un manipulador aéreo de manera independiente, es decir,
analizan por separado el modelo dinámico de la plataforma aérea y el del brazo
robótico. Por lo tanto, una de las contribuciones principales de esta tesis es
obtener y validar el modelo dinámico de un manipulador aéreo como un sistema
acoplado (plataforma aérea + brazo robótico). Otro aspecto a considerar que
en la revisión del estado del arte realizado, es que el modelo dinámico de los
robots suele expresarse en términos de las fuerzas y torques que actúan sobre
los sistemas [63]. Sin embargo, para evitar la estimación o medición de fuerzas y
torques del robot, en este capítulo se presenta un modelo dinámico en función de
las velocidades de referencia, lo que facilita la aplicación de acciones de control al
robot real. A diferencia del controlador cinemático presentado en el Capítulo ??,
en este capítulo se incorpora la compensación dinámica basada en un modelo
acoplado del manipulador aéreo, manteniendo la estructura jerárquica de control.

Los problemas de control de movimiento que comúnmente existen en manipula-
dores aéreos son: i) control de posición; ii) control de seguimiento de trayectoria;
y iii) control de seguimiento de camino. Algunos de los algoritmos de control
desarrollados para resolver problemas de movimiento se basan en el modelo
cinemático y el modelo dinámico del sistema robótico. En este contexto, se han
realizado diversos trabajos, como en [121], donde se presenta un controlador
basado en cinemática inversa para un manipulador aéreo con dos brazos robó-
ticos, incorporando las restricciones de movimiento mediante el espacio nulo
de la cinemática. En [122] se introduce un esquema de control con dinámica
inversa para el control interno, utilizan un modelo matemático que recibe como
entradas referencia de torque. Además, existen esquemas de optimización de
trayectoria para el control de manipuladores aéreos [123]. Estos esquemas de
optimización han sido aplicados para el análisis desacoplado de la plataforma
aérea y el brazo robótico, lo que genera inconvenientes al abordar diferentes
esquemas de control para cada sistema. Por otro lado, se han implementado
esquemas de control más avanzados para el seguimiento de trayectorias, como
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algoritmos basados en el espacio nulo y seguimiento de camino con objetivos
secundarios [124, 125]. Sin embargo, estos métodos no consideran la dinámica
acoplada del sistema, sino que emplean únicamente el modelo cinemático del
robot. Además, estos trabajos se presentan a nivel de simulación, sin evaluar
el comportamiento del sistema ante cambios en las inercias, los cuales están
presentes en un sistema acoplado combinado. En consecuencia, el análisis de la
dinámica de los manipuladores aéreos en los sistemas de control es totalmente
pertinente y también debe investigarse su desempeño a nivel experimental. Por
ejemplo, en [126] se desarrolla un control dinámico inverso para un manipulador
aéreo con un brazo robótico de tipo paralelo de grados de libertad (DoF). En dicho
estudio, los autores proponen la compensación dinámica únicamente del robot
de base flotante omnidireccional y mencionan que, para mejorar la precisión del
extremo operativo, se debe considerar la compensación dinámica del sistema
completo de manera acoplada.

En este capítulo se presenta el uso un modelo dinámico acoplado del sistema
robótico, no muy común en la literatura y además se propone un controlador en
cascada de compensación dinámica inversa. El controlador mantiene el principio
de movimiento coordinado entre la plataforma aérea y el brazo robótico, asig-
nando de manera conjunta las acciones necesarias para cumplir los objetivos de
movimiento.

El controlador está fundamentado en métodos numéricos. Se han realizado
investigaciones sobre la implementación de la teoría de métodos numéricos
en aplicaciones robóticas, como en [127], donde se lleva a cabo el seguimiento
de trayectoria en robots móviles. El método de diseño del controlador se basa
en la teoría del álgebra lineal, y se emplean técnicas de estimación numérica
para determinar el valor de la incertidumbre en cada instante de muestreo.
Asimismo, en [128] se presenta un controlador de modo deslizante basado en
álgebra lineal para el seguimiento de trayectorias en un robot móvil. El modelo
de los manipuladores aéreos se caracteriza por presentar una dinámica altamente
no lineal y compleja, cuyo conocimiento es fundamental para el desarrollo de
estrategias de control tradicionales, como el control por modo deslizante (SMC)
o estrategias de control basadas en dinámica inversa.

El modelo dinámico se expresa en términos de velocidades de referencia, lo que
facilita la aplicación de acciones de control en el robot real (Sección 2.5.4.5). El
modelo dinámico se utiliza para implementar un controlador de compensación
dinámica en cascada con un controlador cinemático, diseñado para cumplir de
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manera unificada los tres objetivos de control de movimiento:

1. Control de Posición (Position Control).

2. Seguimiento de Trayectoria (Trajectory Tracking).

3. Seguimiento de Camino (Path-Following).

Todo esto, con la simple modificación de las referencias deseadas para el con-
trolador. Además, se presentan el análisis de estabilidad y la evaluación de la
robustez del sistema de control. Finalmente, se realizan pruebas experimentales
en un entorno parcialmente estructurado para validar y evaluar el desempeño
del esquema de control propuesto.

4.2. Formulación del Problema

Esta sección presenta el esquema multicapa (Figura 4.1). El esquema considera
diferentes objetivos, en otras palabras, cada capa cumple una función específica
y el sistema está compuesto por cinco capas principales:

1. Capa de Configuración de Tareas. El principal objetivo de esta capa
es planificar y definir las tareas que ejecutará el manipulador aéreo. Esta
capa se subdivide en: i) Configuración fuera de línea. En esta subcapa se
definen los parámetros iniciales del robot, se selecciona el problema de
movimiento a resolver, es decir, se determina si el robot ejecutará control de
posición, seguimiento de trayectoria o seguimiento de camino, y se asigna
el objetivo de control secundario a resolver mediante la redundancia del
sistema robótico. Finalmente, ii) Configuración en línea. En esta subcapa
es posible modificar el objetivo de control primario, así como modificar o
añadir otro objetivo de control secundario.

2. Capa de Control Cinemático. En esta capa se implementa un contro-
lador cinemático de norma mínima basado en métodos numéricos para
resolver los problemas de control de posición, seguimiento de trayectoria
y seguimiento de camino en un manipulador aéreo. En cada período de
muestreo, el controlador recibe las posiciones y velocidades de referencia
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en la forma deseada. Por lo tanto, esta capa es responsable del cálculo de
las velocidades de maniobrabilidad para el sistema. Además, en la capa
considera el control de objetivos secundarios.

3. Capa de Compensación Dinámica. Es la encargada de compensar la di-
námica del manipulador aéreo con el fin de reducir el error de seguimiento
de velocidad.

4. Capa del Robot. Representa el manipulador aéreo, compuesto por un bra-
zo robótico ubicado en la parte inferior de un vehículo aéreo no tripulado.

5. Capa del Entorno. Representa el espacio de trabajo parcialmente estruc-
turado en el que el manipulador aéreo ejecuta la tarea planificada en la
primera capa.

El esquema multicapa propuesto presenta independencia de cada capa, es decir,
los cambios dentro de cualquier capa no causan cambios estructurales en las
otras capas. Se pueden probar varios algoritmos de control no lineal utilizando la
misma estrategia de control. Cabe resaltar que, a partir del esquema presentado,
se puede obtener una estructura simple; en otras palabras, algunas capas pueden
ser añadidas o eliminadas manteniendo la estructura básica, es decir, la adición
o eliminación de capas no afecta al resto de las capas. Por ejemplo, la capa
de configuración en línea podría ser descartada en el caso de seguimiento de
trayectoria en un entorno conocido y sin obstáculos. También se puede incluir una
capa de control dinámico adaptativo para tareas a altas velocidades y transporte
de cargas pesadas.

4.3. Problemas de Control de Movimiento

En esta sección se propone un esquema de control para resolver el problema de
control de posición, seguimiento de trayectoria y seguimiento de camino para
un manipulador aéreo de manera unificada. El esquema de control propuesto
considera la posición y la velocidad deseadas del extremo operativo del manipu-
lador aéreo como señales de referencia [129]. Por lo tanto, estas señales pueden
ser representadas como:

rd(t, s , r) =
[
r1d r2d ... rmd

]⊺ ∈ Rm (4.1)
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Figura 4.1: Esquema Multicapa.

vd(t, s , r) =
[
v1d v2d ... vmd

]⊺ ∈ Rm (4.2)

donde,
rd =

[
prd

⊺ ord

]⊺ (4.3)

es el vector de posición y orientación deseada del extremo operativo; y

vd =
[
vpd

⊺ vod
]⊺ (4.4)

representa el vector de velocidad deseada del extremo operativo del robot en
cada instante de tiempo. De acuerdo con el problema de control, la posición y
velocidades deseadas pueden ser definidas como una función de:
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t: que representa la variable de tiempo.

s: que representa la variable del perfil de la trayectoria deseada.

r =
[
pr

⊺ or
]⊺: es el vector que contiene el vector de posición actual pr

y la orientación actual or del extremo operativo del sistema robótico

4.3.1. Control de Posición

La Figura 4.2 muestra el problema de posicionamiento. Este consiste enmaniobrar
el robot con el objetivo de posicionar el extremo operativo en un punto deseado y
con una orientación deseada, rd. Por lo tanto, la posición y orientación deseadas
de la Ecuación (4.1), así como la velocidad deseada de la Ecuación (4.2) para el
control de posición, se definen como:

rd(t, s , r) = rd ∈ Rm (4.5)

vd(t, s , r) = 0 ∈ Rm (4.6)

El controlador recibe posición y orientación deseada
(
rd
∣∣ t ∈ [t0, tf ]

)
constan-

te, por lo tanto, la velocidad deseada resulta
(
vd = 0

∣∣ t ∈ [t0, tf ]
)
. Luego, el

problema de control de movimiento consiste en determinar una ley de control:

µK(t) = f(r̃(t)) (4.7)

con,
r̃(t) = rd − r(t) (4.8)

de manera que:
ĺım
t→0

r̃(t) = 0 ∈ Rm (4.9)

4.3.2. Seguimiento de Trayectoria

El problema de seguimiento de trayectoria de un sistema robótico consiste en
maniobrar el robot a lo largo de un perfil continuo y suave, parametrizado en el
tiempo. La Figura 4.3 muestra este problema, donde rd(t) y ṙd(t) representan la
posición-orientación y la velocidad deseadas del extremo operativo en el instante
t, con respecto al sistema de referencia inercial Fw. Por lo tanto, la posición
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Figura 4.2: Problema de control de posición del manipulador aéreo.

deseada (Ecuación (4.1)) y la velocidad deseada (Ecuación (4.2)) para el control
de seguimiento de trayectoria se definen como:

rd(t, s , r) = rd(t) (4.10)

vd(t, s , r) = ṙd(t) =
d

dt
rd(t) (4.11)

El controlador de seguimiento de trayectoria recibe la trayectoria deseada y la
orientación (rd(t)| t ∈ [t0, tf ]) y la velocidad deseada (vd = ṙd (t)| t ∈ [t0, tf ]).
Por lo tanto, el problema de control de movimiento consiste en determinar una
ley de control:

µK(t) = f(r̃(t), ṙd(t)) (4.12)

con,
r̃(t) = rd(t)− r(t) (4.13)

de manera que:
ĺım
t→0

r̃(t) = 0 ∈ Rm (4.14)

4.3.3. Seguimiento de Camino

El control de seguimiento de camino consiste en maniobrar el robot de manera
que el extremo operativo siga un camino deseado no parametrizado en el tiempo.
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Figura 4.3: Problema de seguimiento de trayectoria del manipulador aéreo.

La Figura 4.4 muestra el problema de seguimiento de camino del robot, donde:

P(s) =
[
px (s) py (s) pz (s)

]⊺ (4.15)

representa el camino deseado a seguir. El vector:

rd =
[
pd

⊺ od

]⊺
=
[
rxd ryd rzd rod

]⊺ (4.16)

donde, pd representa el punto del camino más cercano a la posición actual del
extremo operativo; od es la orientación deseada del extremo operativo descrita
sobre plano-XY . La norma del error de posición es:

ρ = ∥r̃x, r̃y, r̃z∥ (4.17)

y vd es la velocidad deseada del extremo operativo sobre el camino deseado,
definida con respecto al marco de referencia inercial {Fw}. Por lo tanto, la
posición deseada (Ecuación (4.1)) y la velocidad (Ecuación (4.2)) para el control
de seguimiento de camino se definen como:

rd(t, s , r) = rd(s , r) (4.18)

vd(t, s , r) = vd(s , r) (4.19)

La posición y velocidad deseadas sobre el camino no dependen del tiempo como
variable independiente, sino únicamente de la posición actual del sistema robótico.
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Por lo tanto, (rd (s , r)| t ∈ [t0, tf ]) representa al vector que contiene la posición
más cercana del camino deseado al extremo operativo del manipulador aéreo y
la orientación deseada sobre el plano-XY . Asimismo, la velocidad deseada:

vd(s , r) =
[
vpd

(s , r)⊺ vod (s , r)
]⊺ | t ∈ [t0, tf ] (4.20)

donde vpd
∈ R3 es la velocidad tangencial deseada al camino en el punto pd y

su norma:
∥vpd

∥ = υd (4.21)
representa la velocidad deseada en este punto. Mientras que vod ∈ R es la
velocidad de rotación deseada del extremo operativo. Por lo tanto, el objetivo de
control es diseñar una ley de control para el sistema robótico:

µK(t) = f(r̃(t),vd(s , r)) (4.22)

con,
r̃ (t) = rd(t)− r(t) (4.23)

para garantizar la convergencia de la posición del extremo operativo r(t) al
camino deseado P(s), es decir:

ĺım
t→∞

r̃ (t) = 0 ∈ Rm (4.24)

Figura 4.4: Problema de seguimiento de camino del manipulador aéreo.
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4.4. Esquema de Control

El esquema de control propuesto para un manipulador aéreo se muestra en
la Figura 4.5. Este controlador puede aplicarse para resolver el problema de
control de movimiento en tareas de posicionamiento, seguimiento de trayectoria
y seguimiento de camino, mediante una selección adecuada de las referencias de
control en la capa de configuración de tareas del esquema multicapa propuesto
(ver Figura 4.1).

4.4.1. Controlador Cinemático

Es un controlador cinemático de norma mínima con saturación de los comandos
demaniobrabilidad del manipulador aéreo. Este controlador recibe como entradas
rd(k) ∈ Rm y υd(k) ∈ R+, que describen la posición y orientación deseadas,
así como la velocidad deseada del extremo operativo con respecto al marco de
referencia inercial {Fw}, donde k representa el instante de tiempo discreto. Los
errores de control se definen como:

r̃(k) = rd(k)− r(k) = ∆r(k) ∈ Rm (4.25)

Por lo tanto, el objetivo de control del manipulador aéreo se define como:

ĺım
k→∞

(rd(k)− r(k)) = 0 ∈ Rm (4.26)

4.4.2. Controlador Dinámico

Es una ley de control que compensa la dinámica del manipulador aéreo con
el fin de reducir los errores de seguimiento de velocidad y las perturbaciones
causadas por las condiciones del entorno y los efectos dinámicos del sistema.
Este controlador recibe como entradas el vector µK(k) ∈ Rn calculado por el
controlador cinemático no lineal y genera los comandos de maniobrabilidad del
manipulador aéreo µD(k) ∈ Rn. Los errores de control se definen como:

µ̃(k) = µK(k)− µ(k) = ∆µ̃(k) ∈ Rn (4.27)

Por lo tanto, el objetivo del control de compensación dinámica se puede definir
como:

ĺım
k→∞

(µK(k)− µ(k)) = 0 ∈ Rn (4.28)
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Figura 4.5: Esquema de control en cascada.
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4.5. Control Cinemático No Lineal Unificado

El controlador cinemático no lineal en t = kT0, donde T0 representa el período
de muestreo según el teorema de Nyquist, y k ∈ {0, 1, 2, 3, ...} son las muestras
de la respuesta continua. Recibe la posición deseada y la velocidad deseada del
extremo operativo del robot rd(k) ∈ Rm y υd (k) ∈ R+, respectivamente. Es-
te controlador genera las velocidades de maniobrabilidad del sistema robótico
µK(k) ∈ Rn. En otras palabras, el movimiento del extremo operativo deseado
del robot es una función de rd(k) y υd(k). Por lo tanto, el problema de control
de movimiento consiste en determinar el vector de maniobrabilidad µK(k) para
lograr el movimiento deseado del sistema robótico. La evolución correspondien-
te de todo el robot está dada por el vector de coordenadas generalizadas del
manipulador aéreo q (k).

4.5.1. Diseño del Controlador

El diseño de la ley de control propuesta se basa en herramientas de métodos
numéricos y en propiedades del álgebra lineal [130]. Por lo tanto, el modelo
cinemático de un manipulador aéreo (Ecuación (2.46)):

ṙ(t) = J(qu(t),qa(t))µ(t) (4.29)

puede discretizarse mediante el método de Euler, es posible determinar el estado
del sistema en el instante (k + 1) y considerando el tiempo de muestreo T0 de
tal manera que la Ecuación (4.29) discretizada resulta:

ṙ(t) = J(qu(t),qa(t)µ(t)

r(k + 1)− r(k)

T0
= J(qu(k),qa(k)µ(k)

r(k + 1)− r(k) = T0J(qu(k),qa(k)µ(k)

(4.30)

Resultando:
r(k + 1) = T0J (q (k))µ(k) + r(k) (4.31)

Por otro lado, el uso de métodos numéricos para calcular la evolución de los
sistemas se basa principalmente en la posibilidad de determinar el estado del
sistema en el instante (k + 1), siempre que se tenga conocimiento del estado y
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de la acción de control en el instante (k). Entonces, una variable en el instante
(k + 1) puede ser sustituida por la variable deseada, y posteriormente se puede
calcular la acción de control necesaria para que la salida del sistema cambie de
su valor actual a uno deseado. Por lo tanto, para alcanzar este objetivo de control,
se propone que la dinámica del error siga la siguiente expresión:

˙̃r(t) +Φr̃(t) = 0 (4.32)

donde, Φ es una matriz cuadrada de ponderación. Posteriormente, discretizando
la ecuación del error mediante el método de Euler y considerando que el error
en el instante (k)está dado por:

r̃(k) = rd(k)− r(k) (4.33)

resulta que el estado en el instante (k + 1) del sistema en función del estado
deseado y de la acción de control es:

r(k + 1) = rd(k + 1)− rd(k) + r(k) + T0Φ(k)(rd(k)− r(k)) (4.34)

con Φ(k) ∈ Rm×m como matriz diagonal que pondera y satura los errores de
control definida como:

Φ = diag

(
Φi

σi + |r̃i(k)|

)
(4.35)

donde, σi ∈ R+ define la velocidad de saturación de r̃i(k);T0Φi ∈ R+ representa
el valor máximo de saturación del componente i-ésimo del vector de error de
control r̃(k).

Por otro lado, igualando la Ecuación (4.31) y Ecuación (4.34) obtenemos el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales:

J(q(k))µ(k) =
1

T0
(rd(k + 1)− rd(k)) +Φ(k)(rd(k)− r(k)) (4.36)

Ahora, como el manipulador aéreo es un sistema redundante (Apéndice B), es
decir:

J(qu,qa(k)) ∈ Rm×n con m < n (4.37)
es necesario considerar la pseudo inversa por la derecha de J (q(k)). Además,
se sabe que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si puede escribirse
en la forma,

J (qu(k),qa(k))µ(k) = 0 (4.38)
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Ahora bien, si se considera que la configuración del sistema robótico es redun-
dante, por lo tanto, J (q (k)) ∈ Rm×n tiene más incógnitas que ecuaciones con
rango r = n para cada:(

1

T0
(rd(k + 1)− rd(k)) +Φ(k) (rd (k)− r(k))

)
(4.39)

y teniendo en cuenta que la ecuación homogénea tiene una solución no trivial,
el sistema podría tener soluciones infinitas.

En este caso, considere que la Ecuación (4.36) es consistente para:(
1

T0
(rd(k + 1)− rd(k)) +Φ(k) (rd(k)− r(k))

)
(4.40)

y dado que, µp (k) ∈ Rn es una solución particular del sistema, entonces, la
solución de la Ecuación (4.36) es el conjunto de todos los vectores de la forma:

µK(k) = µp(k) + µh(k) (4.41)

donde, µh(k) ∈ Rn es cualquier solución del sistema homogéneo:

J (q (k))µ(k) = 0

Unmétodo de solución viable consiste en formular el problema como un problema
de optimización lineal sujeto a restricciones:

1
2 ∥µ (k)∥22 =mı́n (4.42)

obteniendo como solución particular:

µp(k) = J(q(k))
†
(
rd(k + 1)− rd(k)

T0

)
+ ...

...+ J(q(k))
†
(Φ(k) (rd(k)− r(k)))

(4.43)

donde,
J(q (k))

†
= J(q (k))

⊺
(J (q (k))J(q (k))

⊺
)
−1 (4.44)

es la matriz pseudo inversa por la derecha de J (q (k)). El segundo término de
la Ecuación (4.43) permite realizar tareas de posicionamiento, mientras que el
primer término permite realizar el seguimiento de velocidad. Por lo tanto, la
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Ecuación (4.43) puede unificarse de manera que permita realizar ambas tareas
con tan solo modificar los parámetros de velocidad, de tal forma que:

µp(k) = J(q(k))
†
(vd (k) +Φ(k) (rd (k)− r (k))) (4.45)

donde, vd (k) ∈ Rm representa la velocidad de seguimiento deseada. Ahora,
µh(k) como una solución homogénea de la Ecuación (4.36) es el conjunto de
soluciones donde:

J (q (k))µ(k) = 0

Por lo tanto, para el problema de optimización es necesario definir la función de
costo como:

mı́n
(

1
2 ∥µ(k)− µ0(k)∥

2
2

)
con µ0(k) ∈ Rn (4.46)

obteniendo así la solución homogénea:

µh(k)) =
(
In×n − J(q (k))

†
J (q (k))

)
µ0 (k) (4.47)

donde, (
In×n − J(q (k))

†
J (q (k))

)
es el operador de proyección ortogonal en el espacio nulo de J (q (k)) y µ0 (k)
es el vector de velocidad que solo afecta la estructura interna del sistema y no
afecta la posición del extremo operativo del manipulador aéreo.

Finalmente, considerando la Ecuación (4.45) y Ecuación (4.47) en la Ecuación (4.36),
se propone la siguiente ley de control:

µK(k)) = J(q(k)))
†
(vd(k) +Φ(k) (rd(k))− r(k))))︸ ︷︷ ︸

µp(k))

+...

...+
(
In×n − J(q (k))

†
J (q (k))

)
µ0(k))︸ ︷︷ ︸

µh(k))

(4.48)

En la ley de control propuesta (Ecuación (4.48)), el primer término en el lado
derecho describe la tarea principal a realizar por el extremo operativo, que
minimiza el término 1

2 ∥µ (k)∥22. El segundo término, por su parte, define el
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movimiento de la configuración interna del robot. En consecuencia, este tipo
de sistema permite establecer varios objetivos de control secundarios que no
afectan la tarea principal. La redundancia de los robots manipuladores aéreos
(Apéndice B) puede ser utilizada de manera efectiva para lograr características
adicionales tales como la evasión de obstáculos en el espacio de trabajo, evitar
configuraciones singulares, establecer configuraciones seguras para el brazo
robótico y optimizar diversos criterios de movimiento del robot.

4.5.2. Análisis de Estabilidad

Ahora, en esta sección se analiza la estabilidad de la ley de control propues-
ta (Ecuación (4.48)). Para lo cual, se considera un seguimiento perfecto de la
velocidad, es decir,

µK(k) ≡ µ(k)

Por lo tanto, la ecuación de lazo cerrado se obtiene al igualar la Ecuación (4.48)
con la Ecuación (4.31), que pertenece al modelo cinemático discretizado del
sistema:
(r(k + 1)− r (k))

T0
=J (q (k))

(
J (q (k))

†
(vd(k) +Φ(k) (rd(k)− r(k)))

...+ (In×n)− J (q (k))
†
J (q(k))µ0(k)

)
(4.49)

Considerando que J (q (k))J(q (k))
†
= I ∈ Rm×m y después de simplificar, se

obtiene:

r (k + 1)− r (k) = T0νd (k) + T0Γ(k) (rd (k)− r (k)) (4.50)

A continuación, se estudia la convergencia del controlador cinemático unificado
hacia cualquiera de los objetivos básicos de control de movimiento.

4.5.2.1. Caso 1: Control de Seguimiento de Trayectoria

Para analizar la evolución del error de control en el problema de seguimiento de
trayectoria dentro de la Ecuación (4.50) de lazo cerrado se considera que:

vd (k) =
1

T0
(rd (k + 1)− rd(k))
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por consiguiente,
r̃ (k + 1) = (Im×m − T0Φ) r̃ (k) (4.51)

La Tabla 4.1 representa la evolución del i-ésimo error de control de la Ecua-
ción (4.51) para el problema de seguimiento de trayectoria.

Tabla 4.1
Evolución del error de control r̃i (k) en el instante de tiempo k .

k r̃i(k + 1) (1− T0Φii) r̃i(k)

1 r̃i(2) (1− T0Φii) r̃i(1)

2 r̃i(3) (1− T0Φii)r̃i(2) = (1− T0Φii)
2
r̃i (1)

3 r̃i(4) (1− T0Φii) r̃i(3) = (1− T0Φii)
3
r̃i (1)

...
...

...
n r̃i(n+ 1) (1− T0Φii) r̃i(n) = (1− T0Φii)

n
r̃i (1)

Si n→ ∞, el error de control r̃i(n+ 1) será:

r̃i(∞) = (1− T0Φii)
∞
r̃i (1)

Por lo tanto, si 0 < T0Φii < 1, el error de control resulta ser r̃i(∞) = 0 cuando
k → ∞. A partir de un análisis similar al realizado para el error de control r̃i(k),
se puede concluir que:

ĺım
k→∞

r̃(kT0) = 0 ∈ Rm

con,
0 < T0 máx (diag (Φ)) < 1 cuando k → ∞

el i-ésimo error de control del manipulador aéreo es asintóticamente estable
satisfaciendo el objetivo de control.

4.5.2.2. Caso 2: Control de Posición

El análisis de estabilidad para el problema de control de posición es similar al
problema de seguimiento de trayectoria, con la diferencia de que

rd(k + 1) = rd(k)
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De este modo, se puede concluir directamente que:

ĺım
k→∞

r̃ (kT0) = 0 ∈ Rm

4.5.2.3. Caso 3: Seguimiento de Camino

Este análisis se desarrolla de forma análoga al presentado en el Capítulo 3, exten-
diéndose ahora al dominio discreto e incorporando la compensación dinámica
en la ecuación de lazo cerrado.

Ahora, a partir de la Ecuación (4.50), se analiza la evolución del error de control
para el problema de seguimiento de camino. Donde rd(t) viene a ser el vector
que contiene el punto más cercano del camino al extremo operativo del robot
pd(t) y la posición angular deseada od(t) y

vd (t) =
[
vpd

(t)⊺ vod(t)
]⊺

donde, vpd
(t) ∈ R3 es la velocidad deseada en la dirección tangencial al punto

más cercano del extremo operativo; y vod(t) = ȯd(t) ∈ R es la velocidad deseada
de rotación del extremo operativo.

Estabilidad de la orientación en el seguimiento de camino. De la
Ecuación (4.50) consideremos únicamente la parte para la orientación, tal
que:

or(k + 1)− or(k) = T0vod(k) + T0Φo (ord(k)− or(k)) (4.52)

La velocidad deseada de rotación del extremo operativo se define como:

vod(k) =
od(k + 1)− od(k)

T0
(4.53)

donde od(k) es la orientación deseada en el punto más cercano pd(k)
en el instante k, lo que implica que la ecuación en lazo cerrado para la
orientación resulta en:

õr(k + 1) = (1− Φo) õr (k) (4.54)

Usando un análisis similar al de la Ecuación (4.51), se obtiene,

õr(∞) = (1− T0Φo)
∞
õr (1) (4.55)
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Si se cumple que 0 < T0Φo < 1, entonces

ĺım
k→∞

õr (kT0) = 0 (4.56)

En consecuencia, el sistema de control para la orientación es asintótica-
mente estable.

Estabilidad de posición en el seguimiento de camino. Ahora, de la
Ecuación (4.50), se considera únicamente la ecuación para la posición del
extremo operativo, de modo que:

pr (k) =
[
rx(k) ry(k) rz(k)

]⊺
es el vector de posición del extremo operativo y pd ∈ R3 como el vector
deseado que representa el punto más cercano al extremo operativo del
manipulador aéreo, entonces se obtiene que:

pr (k + 1)− pr (k) = T0vpd
(k) + T0Φp (pd (k)− pr (k)) (4.57)

Nótese que vpd
(k) es una velocidad tangencial en pd (k) que no provie-

ne de una derivada con respecto al tiempo y tiene una rapidez deseada
∥vpd

∥ = υd. Ahora, reescribiendo la Ecuación (4.57) de la siguiente mane-
ra:

pr (k + 1)− pr (k)

T0
= vpd

(k) +Φp (pd (k)− pr (k)) (4.58)

Ahora, considerando el método de derivación de Euler, se obtiene que:

pr (k + 1)− pr (k) = T0ṗr (k)

y tomando en cuenta que error de posición con respecto al punto más
cercano al extremo operativo es

p̃r (k) = (pd (k)− pr (k))

la Ecuación (4.58) se reduce a:

ṗr (k) = vpd
(k) +Φo (p̃r (k)) (4.59)

Ahora, el vector de posición del extremo operativo pr (k), de acuerdo con
las coordenadas de Frenet [111, 112], tiene dos componentes:
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• prT es la componente Tangencial en Tp en el camino.

• prN es la componente Normal enNp en el camino.

La velocidad en la componente tangencial Tp en el instante (k) está dada
por:

ṗrT (k) = vpd
(k) (4.60)

lo que representa la velocidad deseada tangencial al camino. Mientras que
la velocidad en la componente normal es:

ṗrN(k) = Φp(p̃r(k)) (4.61)

lo que significa una velocidad normal a la tangente del camino a la cual
el extremo operativo se aproxima a dicho camino. De acuerdo con las
coordenadas de Frenet, la velocidad ṗrN(k) tiene dirección hacia el punto
más cercano pd(k) en el camino. Así, cuando el extremo operativo se
mueve en esa dirección, el error disminuye. Por lo tanto, la velocidad de
movimiento en esa dirección es la velocidad decreciente del error, que se
expresa como,

ṗrN (k) = − ˙̃pr (k)

Ahora, al sustituir esta velocidad decreciente en la Ecuación (4.61), se
obtiene:

˙̃pr (k) +Φp (p̃r (k)) = 0 (4.62)

Discretizando ˙̃pr (k) para T0 resulta:

˙̃pr (k) =
p̃r (k + 1)− p̃r (k)

T0
(4.63)

luego, considerando la Ecuación (4.63) en la Ecuación (4.62) resulta:

p̃r (k + 1)− p̃r (k)

T0
+Φpp̃r (k) = 0

p̃r (k + 1)− p̃r (k) = −T0Φpp̃r (k)

p̃r (k + 1) = p̃r(k)− T0Φpp̃r (k)

(4.64)

Entonces, despejando el error p̃r (k + 1) se obtiene:

p̃r (k + 1) = (I− T0Φp) p̃r (k) (4.65)
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Analizando el error para el i-ésimo valor de la Ecuación (4.65), de manera
similar a la Ecuación (4.51), y tomando en cuenta que vector es p̃r =[
r̃x r̃y r̃z

]⊺ se obtiene que:

r̃i (n+ 1) = (1− T0Φpii)
n
r̃i (1) (4.66)

Entonces, si n→ ∞, el error de control p̃ri (n+ 1) será igual a:

r̃i (∞) = (1− T0Φpii)
∞
r̃i (1) (4.67)

Por consiguiente, si 0 < T0Φpii < 1, el error de control r̃i (∞) = 0 cuando
k → ∞. Realizando un análisis similar al del error de control p̃r (k), se
concluye que:

ĺım
k→∞

p̃r(k) = 0 ∈ R3

Con 0 < T0 máx (diag (Φp)) < 1, cuando k → ∞, el i-ésimo error de
control del manipulador aéreo converge a cero, verificándose que el sistema
es asintóticamente estable logrando cumplir con el objetivo de control de
seguimiento de camino.

Observación 9 Cabe mencionar que el período de muestreo T0 se expresa en
segundos y, por lo general, es menor a 1 [s] para obtener una mejor retroalimentación
de datos en tiempo real.

Observación 10 Para lograr el objetivo del control de seguimiento de camino,
la velocidad deseada tangente al camino está definida en la Ecuación (3.23), y la
velocidad de rotación deseada en la Ecuación (3.26), mientras que los ángulos α y
β están definidos en la Ecuación (3.11).

4.6. Control de Compensación Dinámica

El controlador de compensación dinámica en cascada recibe las velocidades gene-
radas por el controlador cinemático no linealµK(k) y genera nuevas velocidades
de maniobra para el manipulador aéreo. El seguimiento de la velocidad desea-
da del robot es una aplicación de µK (k), mientras que el problema de control
consiste en determinar un vector de maniobrabilidad µD (k) para alcanzar la



4.6. Control de Compensación Dinámica 145

velocidad deseada del sistema robótico. La velocidad del sistema robótico está
dada por el vector µ (k). Por lo tanto, si no existe un seguimiento perfecto de
velocidad, existe un error de velocidad definido como,

µ̃ (k) = µK (k)− µ (k) (4.68)

4.6.1. Diseño del Controlador

La ley de control propuesta para la compensación dinámica se basa en la discre-
tización mediante el método de Euler, por lo que el modelo dinámico del sistema
robótico descrito en la Ecuación (2.120), discretizado para t = kT0, resulta:

µref (k) =M (q (k))

(
µ (k)− µ (k − 1)

T0

)
+ ...

...+C (q (k) ,µ (k))µ (k) + g (q (k))

(4.69)

Ahora, para determinar la acción de control necesaria para que la salida pase de
su valor actual al valor deseado, se considera la siguiente expresión:

µD (k) =M (q (k))aµ(k) +C (q (k) ,µ (k))µ (k) + g (q (k)) (4.70)

donde,

aµ(k) =

(
µK(k) +Ω (µK (k − 1)− µ (k − 1))− µK (k − 1)

T0

)
(4.71)

es la ley de control para determinar la aceleración del sistema para compensar
los errores de velocidad.

Aquí, Ω(•) es una matriz diagonal compuesta por funciones sigmoides que
ponderan y saturan los errores de control en el instante (k − 1),

µ̃(k − 1) = µK(k − 1)− µ(k − 1)

y está definida como:

Ω = diag

(
Ωi

ϱi + |µ̃i(k − 1)|

)
(4.72)

donde ϱi ∈ R+ define la pendiente de la función de saturación, y Ωi ∈ R+

representa los valores máximos y mínimos de saturación de la matriz diagonal
de Ω(•), ponderando la i-ésima componente del vector de error de control.
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4.6.2. Análisis de Estabilidad

Para demostrar la estabilidad de la ley de control propuesta para la compensación
dinámica, se considera que no existen errores de modelado ni perturbaciones
ambientales (Ecuación (2.122)), es decir,

δµ̃(k) = 0

En otras palabras,
µD(k)≡µref (k)

Así, la ecuación en lazo cerrado se puede obtener igualando la Ecuación (4.70)
con la Ecuación (4.69):

µD(k)=µref (k)

M (q (k))

(
µ (k)− µ (k − 1)

T0

)
= M (q (k))aµ(k)(

µ (k)− µ (k − 1)

T0

)
= M (q (k))

−1
M (q (k))aµ(k)

µ (k)− µ (k − 1)

T0
= aµ(k)

(4.73)

reemplazando aµ(k) de la Ecuación (4.71) se obtiene:

µ (k)− µ (k − 1)

T0
=
µK(k) +Ω (µK (k − 1))

T0
...

...− µ (k − 1)) + µK (k − 1)

T0
µ (k)− µ (k − 1) =µK (k) +Ω (µK (k − 1)) ...

...− µ (k − 1))− µK (k − 1)

(4.74)

Considerando que µ̃ (k − 1) = µK (k − 1)− µ (k − 1), es posible reescribir la
Ecuación (4.74) como:

µ̃ (k) = (I7x7 −Ω) µ̃ (k − 1) (4.75)

La Tabla 4.2 representa la evolución del i-ésimo error de control de la Ecua-
ción (4.75) en lazo cerrado.
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Tabla 4.2
Evolución del error de control µ̃i (k) en el instante de tiempo k.

k µ̃i (k) (Iii − Ωii) µ̃i (k − 1)

1 µ̃i (1) (Iii − Ωii) µ̃i (0)

2 µ̃i (2) (Iii − Ωii) µ̃i (1) = (Iii − Ωii)
2
µ̃i (0)

3 µ̃i (3) (Iii − Ωii) µ̃i (2) = (Iii − Ωii)
3
µ̃i (0)

...
...

...

n µ̃i (n) (Iii − Ωii) µ̃i (n− 1) = (Iii − Ωii)
n
µ̃i (0)

Si n→ ∞, el error de control µ̃i (n) en un instante de tiempo será,

µ̃i (∞) = (Iii − Ωii)
∞µ̃i (0)

Por lo tanto, si 0 < Ωii < 1, el error de control µ̃i (∞) = 0 cuando k → ∞. De
manera similar al error de control µ̃ (k), se puede concluir que:

ĺım
k→∞

µ̃ (k) = 0 ∈ Rn

Con 0 < máx (diag (Ω)) < 1, cuando k → ∞, es decir, el i-ésimo error de
control del manipulador aéreo converge a cero, verificándose la propiedad de
estabilidad asintótica del sistema de control de compensación dinámica.

4.6.3. Análisis de Robustez

Para el análisis de robustez, se considera que existen perturbaciones y/o errores
de modelado,

δµ̃(k) ̸= 0

en consecuencia:

µref (k) = (µD (k)− δµ̃(k)) ∈ Rn (4.76)

donde, δµ̃(k) = f(γε(k),γµ(k)) es el vector que representa las perturbacio-
nes y errores en el modelado (Ecuación (2.122)). Este vector se asume acotado
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(Ecuación (2.126)), es decir,

∥δµ̃(k)∥ ≤ kδ ∀k (4.77)

donde kδ ∈ R+.

Por lo tanto, para obtener la ecuación en lazo cerrado, se combinan la Ecua-
ción (4.76) y Ecuación (4.69):

µ̃ (k) = (I7x7 −Ω) µ̃ (k − 1) + T0M(k)−1δµ̃(k) (4.78)

La evolución del error de velocidad de la Ecuación (4.78) se analiza en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3
Evolución del vector error de velocidad µ̃(k) en el instante de tiempo k .

k µ̃ (k) (I−Ω) µ̃ (k − 1) + ToM(k)−1δµ̃(k)

1 µ̃ (1) (I−Ω) µ̃ (0) + T0M(1)−1δµ̃(1)

2 µ̃ (2)
(I−Ω)

2
µ̃ (0) + ...

...+ T0
(
(I−Ω)M(1)−1δµ̃(1) +M(2)−1δµ̃(2)

)
...

...
...

n µ̃ (n)

(I−Ω)
n
µ̃ (0)︸ ︷︷ ︸

∆µ̃(n)

+...

...+ To

n∑
i=1

(I−Ω)
i−1

M(n+ 1− i)−1δµ̃ (n+ 1− i)︸ ︷︷ ︸
∆δ(n)

Ahora, la norma del i-ésimo valor del error de velocidad µ̃(n) se puede escribir
como:

∥µ̃ (n)∥ = ∥∆µ̃ (n) +∆δ (n)∥ ≤ ∥∆µ̃ (n)∥+ ∥∆δ (n)∥ (4.79)

donde,
∥∆µ̃(n)∥ = ∥(I−Ω)

n
µ̃ (0)∥ (4.80)
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y ∥∆δ (n)∥ está dado por:

∥∆δ (n)∥ =≤ To

n∑
i=1

ki−1
Ω

∥∥∥(M (n+ 1− i))
−1

δũ (n+ 1− i)
∥∥∥ (4.81)

donde, kΩ = λmáx(I−Ω) y λmáx (•) representa el auto valor máximo de una
matriz. Teniendo en cuenta las propiedades de la matrizM(q) ∈ R+, se consi-
deran las siguientes constantes:

1. Máximo valor singular deM(n)
−1 como:

kM =

√
λmáx

(
M(n)

−⊺
M(n)

−1
)

∀n

2. Cota del error δũ (n) (Ecuación (2.126)) como:

kδ ∈ R+

Reescribiendo la Ecuación (4.81) se obtiene:

∥∆δ (n)∥ ≤ To

n∑
i=1

ki−1
Ω kMkδ (4.82)

Ahora, obtenemos una serie geométrica [131], donde,

a = kMkδ y r = kΩ

En consecuencia, la serie converge si y solo si |r| < 1, de modo que los términos
disminuyen hasta acercarse a cero en el límite. En efecto, como:

0 < máx (diag (Ω)) < 1

entonces,
0 < λmáx (I−Ω) < 1

En consecuencia, la serie converge. La suma de los primeros (n) términos de la
serie geométrica está dada por:

n∑
i=1

ki−1
Ω kMkδ = kMkδ (1− kΩ

n) (1− kΩ)
−1 (4.83)
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y la convergencia de la serie es:

ĺım
n→∞

n∑
i=1

ki−1
Ω kMkδ = kMkδ(1− kΩ)

−1 (4.84)

Por lo tanto, si n→ ∞ la Ecuación (4.82) resulta:∥∥∥ ĺım
n→∞

∆δ (n)
∥∥∥ ≤ T0kMkδ(1− kΩ)

−1 (4.85)

Ahora, reescribiendo la Ecuación (4.76) y considerando la Ecuación4.83, el valor
del error de velocidad en cada instante de muestreo k es:

∥µ̃ (k)∥ ≤ ∥∆µ̃ (k)∥+ T0kMkδ

(
1− kΩ

k
)
(1− kΩ)

−1 (4.86)

Por último, la evolución del error de velocidad cuando k → ∞ está dado por:∥∥∥∥ ĺım
k→∞

µ̃(k)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ ĺım
k→∞

∆µ̃(k)

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ ĺım
k→∞

∆δ(k)

∥∥∥∥ (4.87)

En primer lugar, calculemos:

ĺım
k→∞

∆µ̃(k) = ĺım
k→∞

(I−Ω)kµ̃ (0) (4.88)

Como 0 < máx (diag (Ω)) < 1, se obtiene que (I−Ω)
k
µ̃ (0) → 0 cuando

k → ∞. Por consiguiente, resulta:

∥∆µ̃ (k)∥ =
∥∥∥(I−Ω)

k
µ̃ (0)

∥∥∥→ 0 (4.89)

Por último, tomando en cuenta la Ecuación (4.85), el error de velocidad µ̃(k)
cuando k → ∞ resulta:

∥µ̃ (k)∥ ≤ T0kMkδ(1− kΩ)
−1 (4.90)

Esto significa, que en presencia de perturbaciones γε ∈ Rn y/o errores de
modelado γµ ∈ Rn, el error de velocidad µ̃ (k) es acotado. Además, el valor
máximo del error de velocidad puede ser estimado mediante la Ecuación (4.90)
si kM y kδ son conocidas. En caso de que no existan perturbaciones o errores
en el modelo δµ̃(k) = 0, el error µ̃ (k) → 0 cuando k → ∞ y se verifica que el
sistema es asintóticamente estable.
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4.7. Resultados Experimentales

En esta sección se presentan los siguientes experimentos:

1. Validación experimental del control de posición.

2. Validación experimental del control de seguimiento de trayectorias.

3. Validación experimental del controlador para el seguimiento de caminos.

Para los experimentos, se estableció un período de muestreo de T0 = 0,1 se-
gundos, durante el cual el robot es capaz de recibir y enviar datos de posición y
velocidad para retroalimentar el lazo de control. Los experimentos se llevaron a
cabo en un entorno parcialmente estructurado, donde las condiciones ambienta-
les (velocidad del viento) en el momento de las pruebas experimentales pueden
consultarse en [132].

Observación 11 Dado que el sistema es redundante, se define una tarea secundaria
para evitar configuraciones no deseadas del brazo robótico durante los experimentos
y facilitar la tarea con el extremo operativo. El vector de velocidad en la ley de
control µ0 (k), que afecta únicamente la configuración del brazo robótico, se define
mediante:

µ0 (k) = K2 tanh
([

0 0 0 0 q̃1 (k) q̃2 (k) q̃3 (k)
])

(4.91)

donde q̃i (k) = qid − qi (k), con i = 1, 2, 3, es el error de las articulaciones del
brazo robótico; qid es el valor deseado de la posición para cada articulación del
brazo robótico;K2 ∈ R7×7 es una matriz diagonal positiva que pondera los errores
de las articulaciones; y tanh (•) es una función impar que satura los errores de
las articulaciones. Por lo tanto, los valores deseados para las articulaciones qid se
definen con el fin de maximizar el índice de manipulabilidad w =

√
det (JJ⊺)

[110] como objetivo secundario de control.

4.7.1. Pruebas Experimentales del Control de Posición

Para validar el control de posición, se proponen múltiples experimentos. Los
experimentos consisten en hacer que el extremo operativo del manipulador aéreo
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Tabla 4.4
Parámetros del controlador de posición.

Parámetro Valor

Posición y Orientación De-
seada rd

rxd = 2 [m] ryd = 3 [m]
rzd = 2 [m] od = 0,5 [rad]

Condiciones iniciales del He-
xarrotor y del Brazo Robóti-
co:
qu(t0) y qa(t0)

q1 (t0) =
[
12, 9, 14, 0, π4 , 0,

π
3

]⊺
q2 (t0) =

[
−10, 8, 9, π4 ,−

π
4 , 0,

π
3

]⊺,
q3 (t0) =

[
−10, 12, 5,−π

6 ,−
π
4 , 0,

π
3

]⊺ y
q4 (t0) =

[
14,−7, 3, π3 ,−

π
4 , 0,

π
3

]⊺
Ganancias del Controlador Φ1 = 0,5,Φ2 = 0,5,Φ3 = 0,1,Φo = 0,1,

σi = 1 i = 1, 2, 3, 4 y
K2 = diag ([0, 0, 0, 0, 1,5, 1,75, 1,75])

Posiciones Deseadas de las
Articulaciones

q1d = 0 q2d = −π
3

q3d =
3
4π [rad]

converja a una posición deseada, partiendo de diversas condiciones iniciales. La
Tabla 4.4 muestra las condiciones establecidas para el experimento.

La Figura 4.6 muestra el comportamiento del manipulador aéreo en los distin-
tos experimentos realizados. El video recreado en MATLAB con datos reales
obtenidos durante el experimento está disponible en [133].

La Figura 4.7 muestra la evolución de la posición del extremo operativo en el
espacio-XY Z , comenzando desde la condición inicial de q4 (t0).

La evolución de los errores de control de posición y orientación se puede observar
en la Figura 4.8. Se puede ver cómo los errores convergen cerca de cero cuando
el extremo operativo se ajusta al punto deseado r̃(k) ≈ 0.

La evolución de las articulaciones del brazo robótico se presenta en la Figura 4.9.
Se observa cómo cada articulación converge a los valores deseados qad ≈ qa
gracias a la acción de control en el espacio nulo.
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(a) Vista en el plano-XY . (b) Vista en el plano-XZ

(c) Vista en en el espacio-XY Z

Figura 4.6: Movimiento del manipulador aéreo para posicionar el extremo
operativo en la posición y orientación deseada.
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Figura 4.7: Evolución de la posición y orientación del extremo operativo durante
el experimento para la condición inicial de q4 (t0).

Figura 4.8: Errores de posición y orientación del extremo operativo para q4 (t0).
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Figura 4.9: Evolución de las articulaciones del brazo robótico para el experimento
con condición inicial de q4 (t0).

4.7.2. Experimento de Seguimiento de Trayectoria

Para la validación del controlador de seguimiento de trayectoria con compensa-
ción dinámica, se realizan dos tipos de experimentos:

1. Prueba experimental que consiste en que el extremo operativo siga una
trayectoria parametrizada en el tiempo sin compensación dinámica (apli-
cando solo la acción de control cinemático al robot), y posteriormente se
activa la compensación dinámica en cascada.

2. Prueba experimental con control cinemático vs. control en cascada con
compensación.

La Tabla 4.5 muestra los parámetros establecidos para los experimentos.

4.7.2.1. Primer Experimento de Seguimiento de Trayectoria

La Figura 4.10 muestra la evolución del extremo operativo en el plano y en el
espacioXY Z . Es evidente el efecto de la compensación dinámica en la reducción
del error de seguimiento de trayectorias, al observar cómo el extremo operativo
se ajusta mejor a la trayectoria deseada (línea verde). El video recreado en Matlab
con datos reales obtenidos durante el experimento está disponible en [134].

La tendencia de los errores de control se muestra en la Figura 4.11. Como se puede
observar, en la primera parte del experimento los errores de control son mayores,
con un error cuadrático medio (Root Mean Square Error) de RMSE = 0,636
[m], utilizando solo el control cinemático. Mientras que, a partir de t = 75 [s],
con el control de compensación dinámica activado, el RMSE = 0,205 [m]. Así,
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Tabla 4.5
Parámetros del controlador se seguimiento de trayectoria.

Parámetro Valor

Trayectoria y Orientación
Deseada rd(t)

rxd (t) = 4 sin (0,35t) + 2 [m]
ryd (t) = 8 sin (0,175t)− 1 [m]
rzd (t) = 0,5 sin (0,525t) + 7 [rad]
od (t) = arctan

(
ṙyd(t)
ṙxd(t)

)
[rad]

Condiciones Iniciales del He-
xarrotor y del Brazo Robóti-
co: qu(t0) y qa(t0)

xu(t0) = 4 [m] yu(t0) = 2 [m]
zu(t0) = 9 [m] ψu(t0) =

π
3 [rad]

q1(t0) = −π
6 [rad] q2(t0) = 0 [rad]

q3(t0) =
π
2 [rad]

Ganancias del Controlador
µK(t)

Φ1 = 0,8, Φ2 = 0,8, Φ3 = 1,5, Φo = 2,
σi = 1 i = 1, 2, 3, 4 y
K2 = diag ([0, 0, 0, 0, 1,5, 1,75, 2,75])

Ganancias del Controlador
µD(t)

Ω1 = 0,85, Ω2 = 0,85, Ω3 = 0,8, Ω4 =
0,64, Ω5 = 0,8, Ω6 = 0,8 y Ω7 = 0,8

Posiciones Deseadas de las
Articulaciones

q1d = 0 q2d = −π
3

q3d =
3
4π [rad]

se verifica que el error es menor y que la compensación dinámica mejora el
seguimiento de trayectorias del extremo operativo.

La Figura 4.12 muestra la evolución de las articulaciones del brazo robótico
durante el experimento.

El objetivo del controlador de compensación dinámica en cascada consiste en
reducir los errores de velocidad a cero, para que el extremo operativo se ajuste
mejor a la trayectoria deseada. La Figura 4.13 muestra los errores de las velocida-
des del hexarrotor (UAV) y de las articulaciones del brazo robótico durante el
experimento.

Finalmente, en la Figura 4.14 se muestra la evolución del consumo de energía
durante el experimento. La incorporación de la compensación dinámica suaviza
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(a) Vista en el plano-XY .

(b) Vista en en el plano-XZ (c) Vista en en el espacio-XY Z

Figura 4.10:Movimiento realizado del manipulador aéreo durante el experimen-
to de seguimiento de trayectoria.

las velocidades de maniobra del sistema, lo que impacta directamente en el
consumo energético. Los resultados evidencian una reducción apreciable del
gasto total una vez que el controlador con compensación dinámica entra en
funcionamiento.
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(a) Errores de posición.

(b) Error de orientación

Figura 4.11: Errores de posición y orientación del extremo operativo durante el
experimento de seguimiento de trayectoria.

Figura 4.12: Evolución de las articulaciones del brazo robótico durante el expe-
rimento de seguimiento de trayectoria.
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(a) Errores de las velocidades lineales del UAV.

(b) Error de velocidad angular del UAV. (c) Errores de velocidades articulares.

Figura 4.13: Errores de las velocidades del manipulador aéreo.

Figura 4.14: Comportamiento de la potencia durante el experimento (SD sin
dinámica, CD con dinámica).
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4.7.2.2. Segundo Experimento de Seguimiento de Trayectoria

El experimento consiste en comparar el desempeño de cada controlador, es decir,
se realizan dos experimentos: el primer experimento consiste en el control de
seguimiento de trayectoria sin compensación dinámica (NDC = no dynamic com-
pensation), es decir, únicamente control cinemático; y el segundo experimento
emplea el controlador en cascada propuesto, con el compensador de dinámica
activo (WDC = with dynamic compensation). Las condiciones iniciales para el
hexarrotor y para el brazo robótico son:

xu(t0) = 2 [m] yu(t0) = 3 [m] zu(t0) = 9 [m] ψu(t0) = − 1
3π [rad]

q1(t0) = − 1
9π [rad] q2(t0) = 0 [rad] q3(t0) =

1
2π [rad]

En la Figura 4.15 se presenta el movimiento del robot durante la ejecución de
la tarea deseada. Se observa cómo el controlador con compensación dinámica
(Figura 4.15d, Figura 4.15e y Figura 4.15f) tiene mejor desempeño a comparación
del controlador solo con la cinemática del sistema (Figura 4.15a, Figura 4.15b y
Figura 4.15c).

La normaR2 del error de control de posición ρ = ∥r̃x, r̃y, r̃z∥ de los experimentos
realizados se presenta en la Figura 4.16. Es evidente que el error de posición
del extremo operativo con compensación dinámica es menor que el error sin
compensación dinámica.

La Figura 4.17 representa la evolución del error de orientación del extremo opera-
tivo en cada experimento. Mientras que la Figura 4.18 muestra el comportamiento
de los errores de velocidad del hexarrotor, la Figura 4.19 la evolución de los erro-
res de velocidad del brazo robótico por experimento (color azul = NDC) y (color
rojo = WDC).

En la Figura 4.20 se presenta una comparación cuantitativa y estadística del
desempeño del sistema para los dos experimentos, evaluando la distribución
del error y su magnitud promedio mediante un diagrama de caja y el RMSE,
respectivamente. La Figura 4.20a muestra la distribución estadística de la norma
de control para cada experimento realizado. El experimento sin compensación
dinámica (NDC) presenta una media del error considerablemente mayor que el
experimento con compensación dinámica (WDC), así como una mayor disper-
sión. Dado que el rango intercuartílico del experimento WDC es más reducido,
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Sin compensación dinámica

(a) Vista en en el espacio-XY Z

(b) Vista en en el plano-XY

(c) Vista en en el plano-XZ

Con compensación dinámica

(d) Vista en en el espacio-XY Z

(e) Vista en en el plano-XY

(f) Vista en en el plano-XZ

Figura 4.15: Evolución del extremo operativo sin compensación dinámica (a, b,
c) y con compensación dinámica (d, e, f).
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Figura 4.16: Norma del error de control ρ.

Figura 4.17: Error de orientación del extremo operativo õr .

Figura 4.18: Errores de velocidad del hexarrotor (ṽu).
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Figura 4.19: Errores de velocidad de las articulaciones del brazo robótico (ṽa).

y además presenta una mediana y una dispersión menores, se valida que el
controlador es más estable y preciso. Esto se corrobora en la Figura 4.20b, donde
se compara el error cuadrático medio (RMSE) de cada experimento. Se aprecia
que RMSENDC = 0,96 [m] es superior a RMSEWDC = 0,53 [m]. En otras
palabras, se confirma que el controlador en cascada con compensación dinámica
mejora el seguimiento de trayectoria, al compensar los errores de velocidad
presentes en el sistema.

(a) Diagrama de caja de la norma del
error. (b) Error cuadrático medio (RMSE).

Figura 4.20: Análisis comparativo del desempeño del control NDC vs. WDC.



164 Capítulo 4. Control Multitarea con Compensación Dinámica

4.7.3. Experimento de Seguimiento de Camino

El experimento consiste en definir un camino deseado no parametrizado en
el tiempo para el extremo operativo. Se presentan dos experimentos: uno con
compensación dinámica y otro sin compensación dinámica. En la Tabla 4.6 se
detallan los parámetros del experimento. La Figura 4.21 muestra la evolución
del extremo operativo durante el experimento de seguimiento de camino. La
Figura 4.21a, la Figura 4.21b y la Figura 4.21c corresponden al experimento
con el controlador sin compensación dinámica, mientras que la Figura 4.21d, la
Figura 4.21e y la Figura 4.21f corresponden al experimento de seguimiento de
camino con compensación dinámica. Los videos recreados en Matlab con datos
reales obtenidos durante los experimentos están disponibles en [135, 136].

Tabla 4.6
Parámetros del controlador de seguimiento de camino.

Parámetro Valor

Camino Deseado P(s) y
Orientación Deseada para el
Extremo Operativo.

px (s) = 8 sin (12s) + 3 [m]
py (s) = 6 cos (12s) + 12 [m]
pd (s) = 0,5 sin (60s) + 10 [m]
od (s) = arctan

(
dpyd
ds /

dpyd
ds

)
[rad]

Rapidez Deseada ∥vpd
∥ = 1,5 [m/s]

Condiciones iniciales del He-
xarrotor y del Brazo Robóti-
co: qu(t0) y qa(t0)

xu(t0) = 3 [m] yu(t0) = 2 [m]
zu(t0) = 8 [m] ψ(t0) =

π
3 [rad]

q1(t0) = −π
9 [rad] q2(t0) = 0 [rad]

q3(t0) =
π
2 [rad]

Ganancias del Controlador
µK(t)

Φ1 = 1, Φ2 = 1, Φ3 = 1,5, Φo = 1,8,
σi = 1 i = 1, 2, 3, 4 y

K2 = diag ([0, 0, 0, 0, 1,5, 2, 4])

Ganancias del Controlador
µD(t)

Ω1 = 0,85, Ω2 = 0,85, Ω3 = 0,8, Ω4 =
0,64, Ω5 = 0,8, Ω6 = 0,8 y Ω7 = 0,8

Posiciones Deseadas de las
Articulaciones

q1d = 0 q2d = −π
3

q3d =
3
2π [rad]
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La Figura 4.22 presenta los errores de posición del extremo operativo durante
el experimento de seguimiento de camino. La Figura 4.22a corresponde a los
errores producidos con el controlador sin compensación dinámica, mientras
que la Figura 4.22b corresponde a los errores producidos con el controlador con
compensación dinámica.

La normaR2 del error de control ρ = |r̃x, r̃y, r̃z| de los experimentos se presenta
en la Figura 4.23, siendo esta muy cercana a cero. Se observan pequeñas oscila-
ciones, las cuales son producidas por las condiciones ambientales, obteniéndose
un valor de RMSEWDC = 0,175 [m] para el experimento con compensación
dinámica yRMSENDC = 0,4817 [m] para el caso del control sin compensación
dinámica, es decir, solo el control cinemático de seguimiento de camino.

El error de orientación del extremo operativo en los experimentos de seguimiento
de camino se presenta en la Figura 4.24, donde es evidente que el error de
orientación con compensación dinámica es menor que el error sin compensación
dinámica.

La Figura 4.25 muestra los errores de velocidad del hexarrotor, y la Figura 4.26
presenta los errores de velocidad del brazo robótico durante los experimentos de
seguimiento de camino sin compensación dinámica (color azul) y con compensa-
ción dinámica (color rojo). Los errores de velocidad del robot con compensación
dinámica son menores que los errores sin compensación dinámica; por lo tanto,
se verifica que la compensación dinámica cumple con su objetivo.

La Figura 4.27 y la Figura 4.28 presentan la potencia y la corriente consumida
durante el experimento con compensación dinámica (línea azul) y sin compen-
sación dinámica (línea roja). Se observa una diferencia notable en el consumo
energético entre ambos controladores. En particular, el experimento con com-
pensación dinámica mostró un ahorro de energía de aproximadamente 12,5%
respecto al controlador sin el bloque de compensación dinámica (CD).
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Sin compensación dinámica

(a) Vista en en el espacio-XY Z

(b) Vista en en el plano-XY

(c) Vista en en el plano-XZ

Con compensación dinámica

(d) Vista en en el espacio-XY Z

(e) Vista en en el plano-XY

(f) Vista en en el plano-XZ

Figura 4.21: Evolución del extremo operativo durante el experimento de se-
guimiento de camino sin compensación dinámica (a, b, c) y con compensación
dinámica (d, e, f).
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(a) Errores sin compensación dinámica.

(b) Errores con compensación dinámica.

Figura 4.22: Errores de posición del extremo operativo del manipulador aéreo.
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Figura 4.23: Norma del error de control ρ.

Figura 4.24: Error de orientación del extremo operativo õr .

Figura 4.25: Errores de velocidad del hexarrotor.
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Figura 4.26: Errores de las velocidad de las articulaciones del brazo robótico.

Figura 4.27: Consumo de potencia durante el experimento.

Figura 4.28: Consumo de corriente durante el experimento.
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4.7.4. Análisis de Resultados

En los experimentos de control de posición, seguimiento de trayectoria y segui-
miento de camino, se pueden observar pequeñas oscilaciones en los errores de
control, las cuales son producidas por el viento en el entorno de experimentación
o por dinámicas no consideradas en el modelo. Por lo tanto, los errores de control
se mantienen acotados, tal como se prevé en la Sección 4.6.3.

En condiciones de operación a velocidades altas, se observa que la estrategia SN
(sin compensación dinámica) presenta picos de potencia y errores de control más
pronunciados en comparación con el esquema CN (con compensación dinámica).
En contraste, la estrategia CN mantiene una potencia más estable y con menor
amplitud de oscilación a lo largo del tiempo; además, disminuye la norma del
error de control a lo largo del tiempo (Figura 4.23).

Esto evidencia una mayor precisión en el control de posición, el seguimiento de
trayectorias y el seguimiento de caminos, así como una mejora en la eficiencia
energética al emplear la compensación dinámica. En consecuencia, el esquema
que incorpora dicha compensación logra estabilizar el sistema de manera más
efectiva, reduciendo esfuerzos innecesarios en los actuadores y mitigando el
error acumulado.
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4.8. Control de Ahorro de Energía con Compen-
sación Dinámica

En esta sección se implementa el control de ahorro de energía detallado en
el Capítulo 3. El controlador propuesto considera, además, un controlador en
cascada de compensación dinámica similar al detallado en este capítulo.

4.8.1. Esquema de Control

La Figura 4.29 presenta el esquema de control en cascada considerando el ahorro
de energía, tal como se detalla en el Capítulo 3. A diferencia del control en cascada
multitarea descrito en el presente capítulo, este controlador se implementa en
tiempo continuo y no mediante métodos numéricos.

Figura 4.29: Esquema de control en cascada para el ahorro de energía.

El controlador en cascada está compuesto por dos bloques. El primero es un
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controlador cinemático no lineal, enfocado en el seguimiento de camino con el
extremo operativo del manipulador aéreo como objetivo primario, y considerando
el ahorro de energía como objetivo secundario. El segundo bloque corresponde a
un compensador dinámico, encargado de corregir los errores en las velocidades
que se producen debido a la dinámica del robot durante la ejecución de la tarea.

1. La ley de control cinemática que considera el ahorro de energía está dada
por la Ecuación (3.18), tal que:

µK(t) = µp(t) + µn(t) (4.92)

donde µp(t) ∈ R7 es la acción de control primaria, encargada de cumplir
el objetivo principal del extremo operativo, que consiste en el seguimiento
de camino. Esta acción de control está definida en la Ecuación (3.19). Por
otro lado, µn(t) ∈ R7 representa la acción de control asociada al objetivo
secundario definida en la Ecuación (3.29), la cual permite la modificación
interna del robot para optimizar el consumo energético durante la ejecución
de la tarea. Considerando ambas acciones de control, resulta:

µK(t) =J†(q)(vd(t) + L1 tanh(L
−1
1

K1r̃(t))) + ...

...+ (I7×7 − J(q)†J(q))µm(t)
(4.93)

donde, µm(t) ∈ R7 es el vector de velocidad proyectado en el espacio
nulo definido en la Ecuación (3.33).

2. La ley de compensación dinámica está definida por la siguiente expresión:

µD (t) =M(q(t))aµ (t) +C (q(t),µ(t))µ(t) + g (q(t)) (4.94)

donde, M(q(t)) ∈ R7×7, C(q(t)) ∈ R7×7 y g(q(t)) ∈ R7 son las ma-
trices cuadradas de masa o inercia, la matriz de fuerzas centrípetas y de
Coriolis y el vector de gravedad respectivamente del modelo dinámico del
manipulador aéreo en función a velocidades de referencia (Sección 2.5.4.5);
aµ(t) es la acción de control de aceleración para compensar la dinámica
del sistema, la acción está propuesta por:

aµ(t) = µ̇K (t) + LD tanh
(
KDL−1

D µ̃ (t)
)

(4.95)

donde, el vector µ̇K (t) ∈ R7 es la aceleración deseada que se obtiene
del controlador no lineal cinemático; el vector de error de velocidades
está dado por µ̃(t) = µK (t) − µ (t); y LD,KD ∈ R7×7 son matrices
cuadradas definidas positivas que pesan los errores de velocidad.
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Observación 12 El esquema de control tiene la misma estructura propuesta en
este capítulo a diferencia de que se trabaja en tiempo continuo.

4.8.2. Resultados Experimentales

Para validar el controlador en cascada con ahorro de energía y compensación
dinámica, se considera un camino con variación en el eje Z , correspondiente a la
Configuración 1 definida para el análisis energético. Se realizan experimentos
con cuatro variaciones del esquema de control:

i) Control sin ahorro de energía y sin compensación dinámica (NSND).

ii) Control con ahorro de energía y sin compensación dinámica (WSND).

iii) Control sin ahorro de energía y con compensación dinámica (NSWD).

iv) Control con ahorro de energía y con compensación dinámica (WSWD).

Las pruebas se realizaron bajo dos condiciones comunes: mismo tiempo de
ejecución de la tarea (E.1) y mismo consumo total de energía durante la tarea
(E.2). La Figura 4.30 muestra el comportamiento del manipulador aéreo durante
el experimento (E.1). Se compara el comportamiento de la estrategia NSND con
la estrategiaWSWD.

La Figura 4.31a muestra el módulo del error de control de posición del extremo
operativo, ∥p̃r∥, para cada experimento, mientras que la Figura 4.31b presenta el
error de control de orientación. Se observa claramente que el controlador con
compensación WD mejora el comportamiento del error, logrando una mayor
precisión tanto en la posición como en la orientación del extremo operativo
durante la ejecución de la tarea. La Figura 4.32a presenta el análisis de la norma
del error ∥wpr∥ para las cuatro configuraciones evaluadas en (E.1). En dicha
figura se incluye un diagrama de caja, en el cual se aprecia que la mediana del
error es similar en los cuatro casos. No obstante, el esquema de control con
compensación dinámica y estrategia de ahorro energético WSWD presenta una
menor dispersión, lo que indica un comportamiento más estable. Además, el
esquema WSWD muestra una dispersión reducida, lo que resulta en un control
más consistente y fiable. Adicionalmente, la Figura 4.32b muestra el comporta-
miento del error cuadrático medio (RMSE). Se evidencia que, al incorporar la
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(a) NSND en el espacio-XYZ. (b) WSWD en el espacio-XYZ.

(c) NSND en el plano-XZ. (d) WSWD en el plano-XZ.

Figura 4.30:Movimiento estroboscópico del comportamiento del manipulador
aéreo para el (E.1) con NSND yWSWD durante la experimentación.
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(a)Módulo del error de posición del extremo
operativo ∥wpr∥.

(b) Error de orientación del extremo opera-
tivo õr .

Figura 4.31: Comportamiento del error de posición y error orientación del
extremo operativo en cada caso de control.

compensación dinámica,WD contribuye a una reducción significativa del RMSE,
tanto en las configuraciones sin estrategia de ahorro NS como en aquellas que
incluyen la estrategia de ahorroWS.

(a) Diagrama de caja de ∥wpr∥. (b) Análisis del RMSE.

Figura 4.32: Análisis del comportamiento del error de control para los diferentes
casos del experimento.
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La Figura 4.33 muestra la variación de la velocidad generada por los controladores
durante el experimento. En particular, para los controladores que incorporan
la estrategia de ahorro energéticoWS, puede notarse que la velocidad varía en
función tanto del error de seguimiento como de la curvatura del camino. Esta
adaptación permite una regulación dinámica de la velocidad, optimizando el
consumo energético sin comprometer el desempeño del control.

Figura 4.33: Comportamiento de la velocidad deseada en función a cada estrate-
gia aplicada en el experimento (E.1).

La Figura 4.34 muestra el comportamiento del índice de manipulabilidad durante
la ejecución de la tarea. Como era de esperarse, en los esquemas que no con-
sideran la estrategia de ahorro energético (NS), la manipulabilidad permanece
prácticamente constante. En contraste, en el esquema que incorpora dicha es-
trategia, la manipulabilidad varía a lo largo de la tarea. Esto indica que el brazo
robótico realiza ajustes en su configuración para alcanzar la posición deseada
de manera eficiente, adaptando su postura con el fin de optimizar el desempeño
energético sin comprometer la capacidad de maniobra.

En la Figura 4.35 se presentan dos gráficos que resumen el análisis del consumo
de potencia para el controlador con las cuatro configuraciones. La Figura 4.35a
muestra la evolución temporal de la potencia eléctrica; puede notarse que el
controlNSND presenta el mayor consumo de potencia promedio, con valores que
oscilan principalmente alrededor de ≈ 1,5 kW, seguido por las configuraciones
de los controladores NSWD yWSND, los cuales muestran una tendencia más
baja y estable. Finalmente, el control WSWD presenta el menor consumo de
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Figura 4.34: Comportamiento del índice de manipulabilidad para cada configu-
ración de control en el experimento (E.1).

potencia, manteniéndose alrededor de ≈ 1,3 kW. Esta diferencia de consumo
refleja el impacto positivo de la incorporación de las estrategias de control WS y
WD en la reducción de la demanda energética. Por otro lado, en la Figura 4.35b se
presenta un diagrama de barras del consumo total de energía durante el experi-
mento para t = 4min. Se observa que cada modificación, ya sea la incorporación
deWD (compensación dinámica) o el control con ahorro energéticoWS, produce
una disminución progresiva en el consumo total. En otras palabras, el esquema
WSWD, que combina ambas estrategias, logra una reducción de aproximada-
mente ≈ 14,7% respecto al control NSND. Esto evidencia que la combinación
de control eficiente y modelado dinámico del sistema mejora significativamente
el rendimiento energético total del manipulador aéreo.

Por último, en la Figura 4.36 se presenta el comportamiento del consumo energé-
tico obtenido en los experimentos (E.1) y (E.2), comparando las configuraciones
sin compensación ni optimización energética NSND y con ambas estrategias
activas WSWD. Se evidencia que el consumo energético del controlador pro-
puesto para optimizar energía y con compensación dinámica WSWD es inferior
al del controlador que no contempla dichas configuraciones, lo cual demuestra la
eficiencia energética del enfoque propuesto sin afectar negativamente el desem-
peño del sistema. Según la Tabla 4.7 se tiene un ahorro de energía ≈ 14.677%
del esquemaWSWD respecto al NSND en el experimento para t = 4 min.
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(a) Potencia eléctrica consumida en con tres
configuraciones de control.

(b) Consumo de energía acumulada por con-
figuración.

Figura 4.35: Análisis de potencia y consumo de energía para los diferentes
esquemas de control para (E.1).

Figura 4.36: Consumo energético con (E.1) y (E.2) obtenido con las estrategias
NSND yWSWD.

4.8.3. Análisis de Resultados

A partir de los resultados obtenidos en los experimentos correspondientes a
las condiciones (E.1) y (E.2), y considerando las distintas estrategias de control
evaluadas, se resumen en la Tabla 4.7 los principales indicadores de desempeño.
La tabla destaca los valores relevantes que permiten comparar el efecto de cada
configuración sobre el comportamiento del sistema, incluyendo métricas de
precisión, robustez y eficiencia energética.
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Tabla 4.7
Resultados obtenidos de los experimentos.

Control Tiempo [min] Distancia [m] Energía [kWh]

E.1 NSND 4 75.0027 0.1022
NSWD 4 78.8831 0.0983
WSND 4 71.2951 0.0912
WSWD 4 69.3194 0.0872

E.2 NSND 4.5750 84.6207 0.11
NSWD 4.9183 86.9028 0.11
WSND 5.2083 93.4237 0.11
WSWD 5.3200 97.8156 0.11

En el Experimento 1 (E.1), donde se mantuvo constante el tiempo de ejecución,
es evidente que el consumo de energía disminuye progresivamente desde el
control NSND hasta WSWD. Esto indica que las estrategias de control con
ahorro energético y con la incorporación de la compensación dinámica permiten
una operación más eficiente, reduciendo el consumo energético total. En el
Experimento 2 (E.2), donde el consumo energético se fijó en 0.11 kWh para
todos los casos, se evidencia que las estrategias más avanzadasWSND yWSWD
permiten recorrer mayores distancias en el mismo consumo, concluyendo que el
control WSWD logró la mayor distancia, lo que sugiere una mayor eficiencia en
términos de desplazamiento por unidad de energía.

Finalmente, del error de seguimiento RMSE muestra que el control NSND
presenta el mayor error, mientras queWSWD obtiene el menor. Estos resultados
confirman que el uso conjunto de estrategias de ahorro y compensación dinámica
mejora tanto la precisión del seguimiento como el desempeño energético del
manipulador aéreo.
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CAPÍTULO 5

Control Servo-Visual Bioinspirado para el Agarre Aéreo
de Objetivos en Movimiento

5.1. Introducción

Para ejecutar tareas que requieran mayor complejidad y precisión, es indispen-
sable que el robot cuente con más información del entorno [137, 138]. Hoy en
día, la mayoría de los robots cuentan con sensores exteroceptivos. Este tipo
de sensores tienen la capacidad de medir variables del entorno, por ejemplo,
sensores de fuerza, sensores láser para medir distancia, sensores de intensidad
de luz, cámaras, entre otros, que ayudan a los robots a mejorar la autonomía y la
capacidad de interactuar con el entorno [139, 140, 141, 142]. Como consecuencia,
los esquemas de control tienden a ser más complejos de implementar, por ejem-
plo, existen algoritmos de control que utilizan algoritmos como SLAM [143, 144,
145], V-SLAM [146, 147] y algoritmos de visión que permiten guiar al robot en los
diferentes entornos de trabajo, de modo que el robot navegue de forma autónoma,
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segura y precisa. En [148, 149] presentan un estudio del avance en la robótica
agrícola, en donde incorporan robots móviles para ejecutar tareas agrícolas de
forma autónoma para lo cual hacen uso de sensores LiDAR y cámaras multies-
pectrales e hiperespectrales. Además de dotar de mayor información los sensores
exteroceptivos permiten desarrollar esquemas de control para interactuar con
el entorno o con personas [150, 151, 152]. En [151, 153] diseñan controladores
que ocupan sensores de fuerza para interactuar con personas y para agarrar
objetos. Por medio de los sensores de fuerza y torque, el robot interactúa con el
medio e inclusive con las personas, permitiendo ejecutar tareas colaborativas
[154, 155]. Hoy en día uno de los sensores más ocupados en los robots son las
cámaras, principalmente en los robots aéreos [156, 157]. Este tipo de sensor
proporciona una amplia cantidad de información del entorno para cumplir uno
o varios objetivos específicos, ya sea para el control autónomo o para el control
tele-operado. La mayor parte de aplicaciones con robots aéreos requieren de
cámaras que permiten al robot detectar, procesar, captar y/o transmitir imágenes
para llegar a un objetivo final [158, 159]. Esto permite que los robots aéreos
realicen tareas más complejas y a gran precisión.

En consecuencia de este análisis, en este capítulo se presenta un esquema de
control para un manipulador aéreo basado en el modelo cinemático y dinámico
del robot. El robot cuenta con una cámara a bordo que permite detectar y agarrar
objetivos fijos o en movimiento. El controlador es basado en la redundancia del
sistema logrando cumplir varios objetivos de control, manteniendo movimiento
coordinado entre la plataforma aérea y el brazo robótico durante la maniobra de
captura.

La estructura de control propuesta permite transportar y/o manipulador objetos
a través de la realimentación visual por medio una cámara en el robot para
cumplir con la tarea de forma autónoma. Se presenta una novedosa configuración
denominada “Aerial-Eye-to-Hand”, mediante la cual se aumenta el campo de
visión para detectar tanto el objetivo a agarrar como el extremo operativo del
robot, garantizando el agarre aéreo preciso. Esta configuración se inspira en el
comportamiento de caza de las águilas, aplicando principios bioinspirados para
mejorar la precisión y eficiencia en la captura de objetos en vuelo. A través de
esta inspiración, el esquema de control optimiza tanto la manipulación como el
vuelo, adaptándose de manera eficiente a las variaciones del entorno.

La ley de control propuesta cuenta con el respectivo desarrollo analítico del
análisis detallado de estabilidad y robustez, con el objetivo de garantizar la con-
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vergencia de los errores durante la tarea de agarre aéreo, incluso en presencia
de perturbaciones. Además, se utiliza la redundancia del sistema para optimizar
el consumo energético, logrando un equilibrio entre la eficiencia operativa y la
precisión en el agarre del objetivo. Finalmente, se realizan pruebas experimen-
tales con el robot manipulador aéreo en un entorno no estructurado, es decir,
con perturbaciones como viento y suelos irregulares. Estas pruebas validan la
efectividad del esquema de control propuesto, para demostrar su robustez y
fiabilidad en condiciones desafiantes.

5.2. Formulación del Problema

El transporte de objetos a largas distancias mediante los robots aéreos es una
cualidad significativa que tiene este tipo de robots. Además, si sumamos un brazo
robótico a los robots aéreos, como es el caso de los manipuladores aéreos, aparte
de transportar objetos pueden manipular cargas, llegando a lugares remotos
inaccesibles para las personas e incluso para otros robots móviles [160]. Con el
objetivo de realizar tareas autónomas de inspección, manipulación, rescate, entre
otras tareas, es necesario disponer con una realimentación visual. La realimen-
tación visual permite al robot ubicar con mayor precisión a objetos [161, 162],
personas [163, 164], detectar fallas en instalaciones o en edificios [165, 166], en
cableados eléctricos [81, 167], entre muchas aplicaciones más.

En la literatura existen varios esquemas de control servo-visual para manipulado-
res aéreos, por ejemplo, en [168] presentan un esquema de control servo-visual
basado en imagen para robots aéreos con un brazo robótico, los autores emplean
el control para posicionar el extremo operativo sobre un objetivo. La estrategia
que proponen es una configuración llamada onboard-eye-to-hand, la que consiste
en colocar la cámara sobre el UAV y que observe el extremo operativo y también
al objetivo. Como el sistema es subactuado, plantean un control basado en el
espacio nulo para definir una tarea secundaria sobre el brazo robótico. Usan una
matriz de peso para ponderar la pseudo-inversa del Jacobiano del sistema, es
decir, ponderan las tareas a través de una matriz de peso. Los resultados presen-
tados son realizados mediante simulación. En [169] presentan una estrategia de
control híbrida, en donde combinan el control basado en imagen y el control
basado en posición. La cámara del robot está colocada en el UAV, a diferencia
de [168], los autores definen múltiples tareas para el sistema sobreactuado. En
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otras palabras, modifican el orden de las tareas según el sistema lo requiera,
sin embargo, hay que tomar en cuenta que para realizar el cambio de tareas
hay que considerar una entrada suave de paso de una tarea hacia otra, ya que
esto puede afectar a la estabilidad del sistema. Por lo tanto, los autores deben
considerar realizar un análisis de estabilidad para lograr hacer switching-control
[170, 171]. En [172] de igual forma que en [169] los autores ponderan los ob-
jetivos de control para limitar el espacio de trabajo, a través de un Jacobiano
aumentado, donde asignan directamente los objetivos. Estos se definen al diseñar
la tarea, sin necesidad de modificar durante la ejecución. Los autores proponen el
control servo-visual basado en imagen para agarrar objetos únicamente estáticos.
Utilizan el ORB (Oriented FAST and Rotated BRIEF) para la extracción de las
características del objetivo [173] y no usan marcadores como se mencionó en los
trabajos anteriores. En forma similar, en [174] los autores realizan el control con
sub-tareas y presentan resultados del controlador únicamente por simulación. En
[175] realizan el control de un manipulador aéreo para pintar puentes, el control
es basado en impedancia, que permite determinar el contacto con el puente a
pintar. Utilizan IBVS (Image-Based Visual Servoing) enfocado a seguir líneas
para determinar la línea a pintar del puente, esto permite alinear el extremo
operativo con la línea obtenida por visión del puente. Los resultados presentados
son mediante simulación. Un trabajo novedoso es presentado en [176] donde los
autores proponen una estrategia de control basado en imagen IBVS por sus siglas
en inglés, que permite seguir y agarrar un objetivo en movimiento. Además,
presentan un estimador de velocidad a través de un observador para estimar la
velocidad del objetivo en movimiento. Generan una cámara virtual para obtener
la posición del objeto con respecto al gripper, sin embargo, la cámara del robot
está ubicada en el UAV. La cámara en la plataforma aérea asegura la visión global
del objetivo, mientras que la virtual garantiza el agarre del objetivo. Utilizan
marcadores para determinar la posición del objeto y los resultados que presentan
son a nivel de laboratorio en un entorno estructurado.

En función de todo esto, se propone un nuevo esquema de control servo-visual
para el agarre aéreo de objetivos estáticos o en movimiento, utilizando una
configuración “Aerial-Eye-To-Hand”, donde la cámara del robot está ubicada
en el UAV, lo que permite observar el extremo operativo y el objetivo de interés
a agarrar. Esta configuración tiene varias ventajas, como:

a) Mayor campo de visión global del objetivo (FoV). Al tener un mayor
campo de visión, se asegura que el manipulador aéreo detecte y agarre
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el objetivo, ya que la cámara puede observar tanto el extremo operativo
como el objetivo de interés.

b) Evitar error en la imagen. Permite eludir los errores inducidos en la
imagen a causa de las perturbaciones o vibraciones generadas por el movi-
miento del brazo robótico. Dado que el extremo operativo es propenso a
mayores perturbaciones y al ser la etapa final de la cadena, estas se reflejan
directamente en el sistema, generando información errónea y, por tanto,
comprometiendo la garantía del agarre del objetivo.

c) Evitar golpes directos en la cámara. Si la cámara estuviera ubicada
sobre el extremo operativo, estaría en contacto directo con el objetivo,
lo que podría ocasionar golpes y, en consecuencia, perturbaciones en el
sistema.

Además, el esquema que se presenta en este capítulo está bioinspirado en el
agarre aéreo de las águilas o halcones. Estas aves son conocidas por su habilidad
para agarrar a sus presas en el aire, utilizando tácticas y movimientos específicos
que les permiten capturarlas con precisión (ver Figura 5.1).

Figura 5.1: Estrategia de agarre aéreo de un águila [177].

La técnica empleada por este tipo de aves por lo general se divide en cuatro
etapas [177, 178, 179, 180]:
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1. Localización de la presa: las águilas, gracias a su excelente visión, son
capaces de detectar a sus objetivos a largas distancias y gran altura. Una vez
que localizan su objetivo, estas aves comienzan a planificar su estrategia
de ataque o acercamiento hacia la presa.

2. Inmersión en picado: una vez que ubica a su presa, el ave se lanza en
picada hacia su objetivo sin perderlo de vista. Este movimiento le permite
acercarse a altas velocidades.

3. Agarre: para atrapar a su objetivo, el águila realiza movimientos con sus
garras afiladas para sujetar a su presa. Este tipo de agarre le garantiza
capturarla sin dejar que escape.

4. Etapa de transporte: es la etapa final, que ocurre una vez que la presa
ha sido capturada con éxito. Mediante sus garras, el águila la sujeta con
fuerza y la transporta a un lugar seguro para alimentarse.

Esta técnica de agarre aéreo demuestra la gran destreza y habilidad para cazar
en el aire. En consecuencia, esta técnica natural ha inspirado a las industrias
robóticas en el diseño y desarrollo de robots, en especial en los drones para
agarrar y/o transportar objetos [181, 182, 183]. En la Figura 5.2 se presentan
las etapas para el agarre aéreo mediante un robot manipulador aéreo, que se
propone en este capítulo.

Figura 5.2: Etapas para el agarre aéreo bioinspirado para un manipulador aéreo.
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5.2.1. Etapas del Agarre Aéreo Bioinspirado

En esta sección se detallan las etapas que conforman el proceso de agarre aéreo
bioinspirado, las cuales permiten al manipulador aéreo capturar y transportar
un objetivo de forma eficiente y segura durante el vuelo.

5.2.1.1. Identificación o Búsqueda (T1)

En esta etapa el robot busca el objetivo de manera autónoma en un lugar determi-
nado, el robot emplea técnicas de identificación usando algoritmos de visión por
computador para detectar el objetivo de interés (explosivos, armas, sustancias
tóxicas, entre otras) o para depositar objetos en un lugar específico. Una vez que
el objetivo es identificado entra a la segunda etapa.

5.2.1.2. Aproximación al Objetivo (T2)

Con las complejas características dinámicas que tiene el sistema combinado
(Hexarrotor + Brazo Robótico) aumentan los desafíos de controlar con precisión
el extremo operativo del manipulador aéreo para aproximarse al objetivo de
forma segura y precisa. Por consiguiente, se plantea una estructura de control
para posicionarse por la parte posterior del objetivo y en su misma dirección
de movimiento. En el caso que el objetivo sea fijo, el robot puede recibir una
orientación deseada con respecto al objetivo a capturar. Una vez que el extremo
operativo está posicionado, el robot entra a la tercera etapa.

5.2.1.3. Agarre (T3)

En esta etapa el robot tiende a agarrar el objetivo detectado, en consecuencia
el controlador comanda los movimientos de modo que el brazo robótico realiza
los movimientos a fin de lograr el agarre de forma rápida y con mayor eficiencia
energética. Para ello, las articulaciones del brazo robótico son las que realizan la
mayor cantidad de movimiento para lograr cumplir con la tarea desea, es decir,
el agarre aéreo del objetivo mediante el trabajo coordinado del hexarrotor y el
brazo robótico.

5.2.1.4. Transporte (T4)

Aquí, el robot transporta el objetivo capturado, alejándose del suelo hacia un
lugar seguro, que puede ser una posición a través de una ruta definida, de forma
autónoma y segura.
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5.3. Configuración Cinemática de la Cámara

En este apartado se describe la cinemática de la imagen, es decir, el comporta-
miento del objetivo en función a las velocidades del sistema. En la Figura 5.3 se
presenta la configuración del sistema, en donde se indica la posición del objetivo
y del extremo operativo en cada marco referencial del sistema. La configuración
propuesta se denomina “Aerial-Eye-to-Hand”.

Figura 5.3: Interpretación cinemática de la configuración Aerial-Eye-to-Hand.

Sea wpt(t) ∈ R3 la posición de un objetivo ubicado en el sistema de referencia
fijo {Fw}; wpc(t) ∈ R3 la posición de la cámara en {Fw}; y wRc : R3 → R3

tal que wRc ∈ SO (3) es la matriz de rotación de la cámara respecto al sistema
fijo. Así, la posición del objetivo cpt con respecto al marco de la cámara está
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dado por:
cpt(t) =

w R⊺
c (

wpt(t)− wpc(t)) (5.1)

donde cpt =
[
ctx

cty
ctz
]⊺. Considerando la cámara como un cuerpo rígido

en movimiento con velocidad lineal:

wvc (t) =

vxcvyc
vzc

 ∈ R3 (5.2)

y con velocidad angular

wωc (t) =
[
ωxc ωyc ωzc

]
∈ R3 (5.3)

con respecto a {Fw}. Entonces, la velocidad relativa del punto (objetivo) con
respecto al marco de referencia de la cámara {Fc} se obtiene a partir de la
derivada temporal de la Ecuación (5.1), tal que:

cṗt (t) =
wR⊺

c (
wṗt (t)− wvc (t))−wR⊺

c [
wωc × (wpt (t)− wpc (t))] (5.4)

Ahora, de la Ecuación (5.1) se tiene que:

wRc
cpt =

wpt (t)− wpc (t) (5.5)

sustituyendo en la Ecuación (5.4), resulta:

cṗt (t) =
wR⊺

c (
wṗt (t)− wvc (t))− wR⊺

c
wωc × wRc

cpt (5.6)

Como la velocidad angular wωc ∈ SO (3), se deduce que:

wRc
wωc × wR⊺

c = wR⊺
c × wωc (5.7)

entonces resulta que:

cṗt (t) =
wR⊺

c (
wṗt (t)− wvc (t))− (wR⊺

c × wωc(t))
cpt(t) (5.8)

Dado que el producto vectorial puede expresarse como el producto de una matriz
anti simétrica por un vector, es decir,

wR⊺
c × wωc (t) = sk (wR⊺

c
wωc (t)) (5.9)
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resulta que la velocidad de un punto en el espacio viene dada por:

cṗt (t) =
wR⊺

c (
wṗt (t)− wvc (t))− sk (wR⊺

c
wωc (t))

cpt (t) (5.10)

Por propiedad se tiene que:

sk (wR⊺
c
wωc (t))

cpt (t) = −sk (cpt (t))
wR⊺

c
wωc (t) (5.11)

luego, la Ecuación (5.10) resulta en:

cṗt (t) = −wR⊺
c
wvc (t) + sk (cpt (t))

wR⊺
c
wωc (t) +

wR⊺
c
wṗt (t) (5.12)

escrito de forma matricial el movimiento del objetivo en función de la velocidad
lineal y angular de la cámara resulta:

cṗt (t) =
[
−I3×3 sk (cpt (t))

][wR⊺
c 03×3

03×3
wR⊺

c

][
wvc (t)
wωc (t)

]
+ wR⊺

c
wṗt (t)

(5.13)

Luego, la Ecuación (5.13) reescrita de forma compacta se obtiene:

cṗt (t)=Lt (
cpt (t))

wR⊺
cv(t) +

wR⊺
c
wṗt (t) (5.14)

donde,
v(t) =

[
wv⊺

c (t)
wω⊺

c (t)
]⊺ (5.15)

representa la velocidad de la cámara montada en el vehículo aéreo, Lt
cpt (t) ∈

R3×6 es llamada como matriz de interacción de un punto en el espacio 3D y está
dada por:

Lt (
cpt (t))=

−1 0 0 0 −ctz (t) cty (t)
0 −1 0 ctz (t) 0 −ctx (t)
0 0 −1 −cty (t) ctx (t) 0

 (5.16)

Como la cámara está en el UAV, ahora expresamos el movimiento del punto 3D
en el espacio en función de las velocidades del UAV de la siguiente manera:

cṗt (t) = JI (
cpt (t) ,qu (t))vu (t) + wR⊺

c
wṗt (t) (5.17)

donde, vu(t) ∈ R4 es el vector que contiene las velocidades del UAV confor-
mado por las tres velocidades lineales y la velocidad angular de rotación yaw;
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JI (
cpt (t) ,qu (t)) : R4 → R3 es el Jacobiano de interacción del objetivo en

movimiento y la plataforma aérea.

Ahora se define la transformación cinemática del extremo operativo considerando
los datos del sistema de visión. Si cpr (t) es la posición del extremo operativo
respecto a la cámara {Fc}, la posición del extremo operativo respecto a {Fw},
en función de cpr (t) ∈ R3, está determinada por:

wpr (t) =
wpu (t) + wRu (uRc

cpr (t) +
upc (t)) (5.18)

5.3.1. Jacobiano Aumentado

En esta sección se define la cinemática del sistema, para lo cual se propone
un Jacobiano aumentado, considerando la posición, la orientación del extremo
operativo y la orientación del brazo robótico definida por la articulación q1(t). Por
lo tanto, tomando la Ecuación (2.46) y la primera orientación del brazo robótico,
se define el modelo cinemático de la tarea:

Ẋ (t) = JA (qu (t) ,qa (t))µ (t) (5.19)

donde, Ẋ (t) ∈ R5 es el vector de velocidades de la tarea en el sistema de
referencia fijo {Fw}, añadiendo la velocidad angular de la articulación q̇1 y está
definido por:

Ẋ (t) =
[
w ṙx

w ṙy
w ṙz

w ṙo q̇1
]⊺ (5.20)

y
JA (q (t)) : RnA → RmA (5.21)

es el Jacobiano de la tarea, conmA = 5 y nA = 7, definido por:

JA (q (t)) =

[
J (qu (t) ,qa (t)) 04×1

01×7 q1 (t)

]
(5.22)

Observación 13 El sistema (Ecuación (5.19)) es redundante ya que nA > mA, es
decir, hay más grados de libertad de los necesarios para cumplir la tareaX(t). En
consecuencia, el esquema de control propuesto permitirá agregar objetivos secunda-
rios de control. Los objetivos secundarios están definidos en función de la etapa en
la que el robot se encuentra para el agarre aéreo.
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5.4. Control Servo-Visual con Objetivos Secunda-
rios

La Figura 5.4 presenta el esquema del controlador propuesto para el agarre aéreo
bioinspirado en las aves de caza como el águila, que es eficaz y eficiente.

Figura 5.4: Esquema en cascada propuesto para el controlador servo-visual
bioinspirado.

El esquema de control propuesto es un controlador en cascada que contempla
dos etapas:

i) Control Cinemático no Lineal Unificado: se encarga de generar las
referencias para cumplir el objetivo principal de las tareas del robot. Se
trata de un controlador basado en la cinemática del manipulador aéreo de
tal forma que,

ĺım
t→∞

(Xd (t)−X (t)) = 0 ∈ Rm

es decir, lleva los errores de control a cero. Además, como el sistema
(Ecuación (5.19)) es redundante, el controlador permite satisfacer uno o
múltiples objetivos secundarios (Apéndice B).

ii) Control de Compensación Dinámica: es el controlador que permite
compensar la dinámica del robot manipulador aéreo, con el objetivo de
reducir los errores de seguimiento de velocidad y/o las perturbaciones
producidas por las condiciones ambientales. El objetivo de este controlador
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puede expresarse como:

ĺım
t→∞

(µK (t)− µ (t)) = 0 ∈ Rn

esto es llevar las velocidades actuales a las referencias generadas por el
controlador cinemático con una dinámica deseada.

5.4.1. Control Cinemático no Lineal Unificado

Este controlador permite cumplir las cuatro etapas propuestas para el agarre
aéreo y consisten en una ley de control unificada. Las etapas son manejadas por
una ley de control unificada. Éstas etapas están definidas como:

T 1: Búsqueda del objetivo.

T 2: Acercamiento al objetivo.

T 3: Agarre del objetivo.

T 4: Transporte del objetivo.

La descripción de cada etapa se presenta en la Sección 5.2.1. El controlador pro-
puesto en este capítulo permite cumplir los objetivos de estas etapas modificando
solo las referencias del controlador. Como JA (q (t)) : RnA → RmA es un sis-
tema redundante se plantea una ley de control compuesta por dos acciones de
control:

µK (t) = µp (t) + µn (t) (5.23)

5.4.1.1. Acción de Control Primaria

La acción de control (µp(t)) es la encargada de que el extremo operativo del
robot cumpla con el objetivo primario que corresponde a cada tarea T1, T2, T3 y
T4. La ley de control control está definida por:

µp (t) = J†
A (q)

(
vd (t) + L1 tanh

(
L−1
1 K1X̃ (t)

))
(5.24)

donde, J†
A (q) = JA(q)

⊺
(JA (q)JA(q)

⊺
)
−1 es la matriz pseudo-inversa por

derecha de JA(q), vd(t) ∈ R5 es la velocidad deseada de la tarea, L1,K1 ∈
R5×5 son matrices cuadradas definidas positivas que pesan los errores de control
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de la tarea, el vector de error X̃(t) ∈ R5 y la velocidad deseada vienen dados
por:

X̃ (t) =

[
wr̃ (t)
q̃1 (t)

]
=

wp̃r (t)
wõr (t)
q̃1 (t)

 vd (t) =

[
vrd (t)
q̇1d (t)

]
(5.25)

donde, wr̃ (t) ∈ R4 es el error del extremo operativo, q̃1(t) es el error de la pri-
mera articulación del brazo robótico, vrd(t) es el vector de velocidad deseada del
extremo operativo y q̇1d (t) es la velocidad deseada para la primera articulación
del brazo robótico.

5.4.1.2. Acción de Control Secundaria

La acción de control (µ(t)) está basada en el espacio nulo. Mediante esta acción
se puede definir uno o varios objetivos secundarios de control dependiendo de la
redundancia del sistema. La acción de control se calcula mediante:

µn (t) =
(
I7×7 − J†

A (q)JA (q)
)
µm (t) (5.26)

donde,
(
I7×7 − J†

A (q)JA (q)
)
∈ R7×7 es el operador de proyección ortogonal

en el espacio nulo N (JA (q)); y µm(t) ∈ R7 es el vector de velocidades del
objetivo secundario de control. Este vector de velocidad permite modificar la
configuración interna del robot sin alterar la tarea principal, en otras palabras,
no afecta a la posición del extremo operativo. Se propone que el vector de
configuración del sistema está conformado por dos vectores componentes:

µm (t) =

[
vuref

(t)
varef

(t)

]
(5.27)

donde, vuref
(t) ∈ R4 es el vector de velocidades para la configuración interna de

la plataforma aérea y varef
(t) ∈ R3 es el vector de velocidades para modificar la

configuración interna del brazo robótico. El vector para configurar la estructura
interna del brazo robótico se define como:

varef
(t) = La tanh (Ka∆qa (t)) (5.28)

donde, La,Ka ∈ R3×3 son matrices definidas positivas que pesan la varia-
ción de las articulaciones y∆qa(t) es el vector de variaciones deseadas de las
articulaciones definido por:

∆qa (t) =
[
0 q̃2 q̃3

]⊺ (5.29)
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donde, q̃i = qid − qi para i = 2, 3 es el error de la posición de cada articulación
del brazo robótico.

5.4.2. Objetivos de Control

En este apartado se definen los parámetros T1, T2, T3 y T4 para la tarea principal
y los objetivos secundarios, con el fin de que el robot realice el agarre aéreo
autónomo de un objetivo en movimiento. Además, se definen las posiciones
deseadas para el brazo robótico en cada fase del agarre aéreo.

5.4.2.1. T1 y T4: Búsqueda y Transporte

La Figura 5.5 muestra el objetivo a cumplir del manipulador aéreo en cada etapa.

Figura 5.5: Búsqueda y transporte del objetivo.

A) Objetivo Primario. Las tareas T1 y T4 son similares, con la diferencia
de la postura del brazo robótico para cargar el objeto (ver Figura 5.5). Las
entradas del controlador son:
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1. Posición deseada pd(t) y Orientación deseada od(t) del extremo
operativo. Estas referencias pueden ser de una posición y orientación
fija, una trayectoria o un camino deseado que el robot ejecute de
forma autónoma (Capítulo 4).

2. Velocidad deseada de la tarea vd(t) ∈ R5, es la velocidad con la que
el robot busca y transporta al objetivo de interés.

Los errores de control y la referencia de velocidades para la Ecuación (5.25)
están dados por:

X̃ (t) =

wp̃r (t)
wõr (t)
q̃1 (t)

 =

pd (t)− wpr(t)
od (t)− rψ (t)
q1d (t)− q1 (t)

 vd (t) =

ṗd (t)
ȯd (t)
q̇1d (t)

 (5.30)

donde, wpr(t) ∈ R3 es el error de posición del extremo operativo del robot
en {Fw}, wõr(t) ∈ R es el error de orientación del extremo operativo en
el plano-XY del sistema de referencia fijo, q̃1(t) ∈ R el error de la primera
articulación del brazo robótico, ṗd(t) ∈ R3, ȯd(t) ∈ R y q̇1d(t) ∈ R
son las velocidades deseadas para el extremo operativo y para la rotación
de la primera articulación del brazo robótico. El valor designado para la
articulación es q1d(t) = 0 con el propósito de mantener el brazo robótico
orientado en la misma dirección que el UAV, por tanto q̇1d (t) = 0.

Observación 14 En el caso de posicionamiento del extremo operativo la
velocidad deseada es:

vrd(t) = 0

Para el caso de seguimiento de la trayectoria:

vrd(t) =
d

dt

[
pd(t)

⊺ od(t)
]⊺

es la derivada temporal de la trayectoria, y para el seguimiento de camino
la velocidad deseada es una velocidad arbitraria definida por el usuario en
función de la posición-orientación del extremo operativo y una velocidad
constante, tal que,

vrd(t) = f(υ,wr)

La selección de referencias para el controlador (Ecuación (5.24)) se detalla de
mejor manera en el Capítulo 4.
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B) Objetivo Secundario. El vector del objetivo secundario para las tareas
(T1 y T4) modifica únicamente la estructura interna del brazo robótico y
no al UAV. Es decir, establece una posición deseada para las articulaciones
del brazo robótico. En consecuencia, el vector de configuración interna del
manipulador aéreo está dado por:

µm(t) =
[
01×4

⊺ varef
⊺
]⊺

Las posiciones deseadas del brazo robótico para∆qa(t) ∈ R3 son definidas
en función a la máxima manipulabilidad y al centro de masa del brazo
robótico sin carga para T1 y con carga para T4 , el que debería estar en la
vertical del centro de gravedad a fin de tener mayor eficiencia energética.

5.4.2.2. T2: Aproximación al Objetivo

Figura 5.6: Formación propuesta para la aproximación al objetivo de interés.

A) Objetivo Primario. Para la aproximación al objetivo, se propone alcanzar
una formación cinemática del robot aéreo con respecto al objetivo:

tFd ∈ R3
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La Figura 5.6 indica los parámetros de formación para ubicar al mani-
pulador aéreo por detrás del objetivo. Los parámetros para la formación
son:

1. Distancia deseadaDd ∈ R+, es la distancia de ubicación del extremo
operativo respecto al objetivo de agarre.

2. Angulo deseado θd ∈ R+, es el ángulo de elevación del extremo
operativo respecto al objetivo. El vector de referencia para cumplir
la formación deseada está definido por:

tFd =

txdtyd
tzd

 =

−Dd cos (θd)
0

Dd sin (θd)

 (5.31)

La formación deseada establece que el extremo operativo se posicione
y siga al objetivo por la parte posterior para lograr el agarre aéreo de
dicho objetivo estático o móvil. Ahora, se define las referencias para el
controlador del objetivo primario µp(t):

(i) Posición: Primero consideremos el error de posición del extremo
operativo en {Fw} escrito como:

wp̃r(t) =
wRu

up̃r(t) (5.32)

donde, up̃r(t) ∈ R3 es el error de posición dentro del marco de
referencia del UAV {Fu}. Luego, tomando la Ecuación (5.31) se define
la posición deseada para el extremo operativo en {Fu} como:

upd (t) = uRc
cpt (t) +

uRt
tFd (t) (5.33)

La cual define una formación deseada del extremo operativo respecto
al objetivo, donde cpt (t) ∈ R3 es la posición del objetivo en el marco
de la cámara {Fc} y uRt ∈ SO (3) es la matriz de rotación del UAV
con respecto al sistema de referencia del objetivo.
Si up̃r (t) =

upd (t)− upr (t) es el error del extremo operativo en
{Fu} y upr (t) =

uRc
cpr (t) es la posición del extremo operativo,

donde, cpr (t) ∈ R3 es la posición del extremo operativo en el marco
de la cámara {Fc}, entonces resulta que el error descrito en {Fu} es:

up̃r (t) =
uRc

cp̃r (t) +
uFd (5.34)
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donde, cp̃r (t) =
cpt (t)− cpr (t) es el error del extremo operativo

en el marco referencial de la cámara. Por último, como wp̃r (t) =
wRu

up̃r (t), entones el error de control de posición en el marco fijo
está dado por:

wp̃r (t) =
wRu (uRc

cp̃r (t) +
uFd) (5.35)

(ii) Orientación: en segunda instancia, la orientación del objetivo tψ(t)
es definida como la orientación deseada del extremo operativo, tal
que, od(t) = tψ(t). Entonces, el error de orientación del extremo
operativo está definido por:

wõr (t) = tψ (t)− rψ (t) (5.36)

garantizando que el extremo operativo esté la misma dirección del
objetivo. Además, como se desea que el extremo operativo se oriente
en la parte frontal de la plataforma, la consigna de la articulación del
brazo robótico se define como:

q1d (t) = 0 ∴ q̃1 (t) = −q1 (t)

Tomando estas tres consideraciones el vector de error de control (16)
para acercarse al objetivo está definido como:

X̃ (t) =

wp̃r (t)
wõr (t)
q̃1 (t)

 =

wRu (uRc (
cpt (t)− cpr (t)) +

uFd)
tψ (t)− rψ (t)

−q1 (t)


(5.37)

(iii) Velocidad: como el manipulador aéreo ya detectó al objetivo, la
velocidad con la que el robot se aproxima y sigue al objetivo es la
velocidad estimada del objetivo. La velocidad del objetivo en movi-
miento es obtenida a través de un filtro α − β [184, 185]. El filtro
permite estimar la velocidad lineal y la velocidad angular del objetivo,
lo que da como resultado,

wv̂t(t) ∈ R3

v̂tψ (t) ∈ R

Por lo tanto, el vector de velocidad deseada para el controlador de la
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Ecuación (5.25) está dado por:

vd(t) =

wv̂t(t)
v̂tψ (t)

0

 (5.38)

Con la referencia para la velocidad deseada siendo la velocidad del
objetivo, se garantiza el posicionamiento y seguimiento del objetivo
tanto en dirección y sentido. En el caso de que el objetivo sea estático
el vector de velocidad deseada es nulo,

vd(t) = 0 (5.39)

B) Objetivo Secundario. Para el acercamiento del robot hacia el objetivo,
se determina los valores deseados de las articulaciones del brazo robótico
para que el brazo robótico se retraiga evitando salir del FOV de la cámara
y sobre todo evitar que el brazo robótico obstruya la visión del robot. En
otras palabras, se desea impedir la superposición del extremo operativo
sobre el objeto que puede darse en el plano imagen durante el acercamiento
al objetivo (ver Figura 5.7), ya que esto generaría información errónea para
el controlador.

(a) Efecto de superposición del extremo ope-
rativo sobre el objetivo.

(b) Configuración deseada para evitar la su-
perposición de las imágenes.

Figura 5.7: Representación del objetivo a capturar y del extremo operativo
proyectados en el plano imagen.
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5.4.2.3. T3: Agarre Aéreo del Objetivo

Cuando el manipulador aéreo se sitúa en la posición deseada con respecto al
objetivo (T2), el robot procede a realizar el agarre aéreo del objetivo. Para lle-
var a cabo la tarea, se establece que el brazo robótico realice los movimientos
necesarios, es decir, que el brazo robótico modifique su estructura interna para
extenderse y agarrar el objetivo. Todo ello, sin modificar la estructura del con-
trolador (Ecuación (5.24)) y su modelo (Ecuación (5.20)). La Figura 5.8 presenta
la estrategia de agarre aéreo bioinspirado propuesta en este trabajo para un
manipulador aéreo. Esto conduce a un agarre rápido y eficiente del objetivo, a la
manera en que lo hacen las aves cazadoras.

Figura 5.8: Estrategia de agarre aéreo bioinspirado para un manipulador aéreo

A) Objetivo Primario. Para definir las referencias del controlador, se toma
en cuenta dos consideraciones. La primera consideración consiste que:

tFd (t) = 03×3 ∴ uFd (t) = 03×3

De este modo, el punto de interés del extremo operativo viene a ser la
posición del objetivo a agarrar cpt(t). La segunda consideración consiste
en obtener la orientación deseada de la articulación q1d(t) para garan-
tizar el agarre aéreo del objetivo, mientras que para la orientación del
extremo operativo es similar a la de T2. Así, el vector de error de control
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(Ecuación (5.24)) para el agarre aéreo está definido como:

X̃ (t) =

[
wr̃ (t)
q̃1

]
=

 wp̃r (t)
wõr (t)
q̃1

 =

wRc (
cpt (t)− cpr (t))
tψ (t)− rψ (t)
q1d − q1

 (5.40)

donde, wRc = wRu
uRc es la rotación de la cámara respecto a {Fw}.

Por último, la velocidad deseada para la Ecuación (5.24) es similar a la de
la Ecuación (5.38), ya que para garantizar el agarre aéreo el robot debe
moverse en la misma dirección y sentido que el objetivo.

B) Objetivo Secundario. En esta fase, el movimiento del brazo robótico
tiene prioridad para agarrar el objetivo. Como el robot está situado a
una distancia cercana y dentro del espacio de trabajo del brazo robóti-
co, puede alcanzar fácilmente el objetivo. Todo ello, dando prioridad al
movimiento del brazo robótico para garantizar que cp̃r(t) → 0, y por
lo tanto, wp̃r(t) → 0. Las referencias deseadas para las articulaciones
del brazo robótico qad

(t) ∈ R3 se determinan minimizando la distancia
entre el extremo operativo del manipulador aéreo y el objetivo a capturar
d (upr (t) ,

upr (t)). Ahora, sea f (qa) : R3 → R dada por :

f (qa(t)) = ∥upr (qa)− uRc
cpt (t)∥

se define el siguiente problema de optimización:

min: f (qa (t))
Sujeto a: w(qa(t)) ≥ λw

qa (t) ∈ [qamin
,qamax ]

(5.41)

donde, w(qa) ∈ R es el índice de manipulabilidad del brazo robótico.
Según [110] es la cuantificación de la medida de manipulabilidad para
Ja (qa (t)) ∈ R3×3 y se determina por la Ecuación (C.2), tal que:

w (qa (t)) = |det (Ja (qa (t))Ja (qa (t))
⊺
)| (5.42)

λw ∈ R+ es un valor real positivo que define el valor mínimo de mani-
pulabilidad deseado, de tal forma que λw > 0. Esta primera restricción
evita que el brazo robótico adopte una configuración singular. La segunda
restricción establece los valores máximos y mínimos que pueden tomar las
articulaciones del brazo robótico, los rangos de valores están definidos por
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la configuración mecánica del brazo robótico. Por tanto, las referencias
para ∆qa(t) en la Ecuación (5.38) y para q1d(t) en la Ecuación (5.40) se
obtienen mediante el proceso de optimización con restricciones descrito
en la Ecuación (5.41).

5.4.3. Análisis de Estabilidad del Controlador Cinemático
No-Lineal

Para el análisis de estabilidad se considera un seguimiento perfecto de la velocidad
del robot µK(t) = µ(t), entonces, sustituyendo el controlador propuesto (Ecua-
ción (5.21)) en el modelo cinemático aumentado (Ecuación (5.19)) e ignorando la
dinámica del robot resulta:

Ẋ(t) = JA(qu(t),qa(t))
(
µp(t) + µn(t)

)
(5.43)

Reemplazando las acciones de control de la Ecuación (5.24) y la Ecuación (5.26)
se obtiene:

Ẋ(t) =JA(q)(JA
†(q)(vd(t) + L1 tanh(K1L

−1
1 X̃(t))) + ...

...+ (I8×8 − J†
A(q)JA(q))µm(t))

(5.44)

como,
JA

†(q) = JA(q)⊺(JA(q)JA(q)
⊺
)
−1

entonces,

JA (q)J†
A (q) = JA(q)JA(q)⊺(JA(q)JA(q)

⊺
)−1 = I (5.45)

y
JA(q)(I7×7 − JA

†(q)JA(q)) = 0 (5.46)
resulta que:

Ẋ(t) = vd(t) + L1 tanh
(
KaL

−1
a X̃(t)

)
(5.47)

Si
˙̃X(t) = vd(t)− Ẋ(t) (5.48)

es el error de velocidad en la Ecuación (5.47), entonces la ecuación de lazo cerrado
del sistema resulta ser:

˙̃X (t) + L1 tanh
(
K1L

−1
1 X̃ (t)

)
= 0 (5.49)
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Ahora, para ver el comportamiento del error se designa la candidata de Lyapunov,

V
(
X̃
)
=

1

2
X̃⊺X̃ > 0 (5.50)

con derivada temporal
V̇
(
X̃
)
= X̃⊺ ˙̃X (5.51)

Reemplazando esto en la Ecuación (5.49) se obtiene:

V̇
(
X̃
)
= −X̃⊺L1 tanh

(
K1L

−1
1 X̃

)
(5.52)

Como L1,K1 ∈ R5×5 son matrices definidas positivas y la función y la tanh(•)
es una función impar, resulta que:

V̇ (X̃) = −X̃⊺L1 tanh (K−1L
−1
1 X̃) < 0 (5.53)

es definida negativa. Entonces,

X̃(t) → 0 cuando t→ ∞

concluyendo que el sistema de control de la tarea primaria es asintóticamente
estable, esto en el caso que:

µK(t) ≡ µ(t)

es decir, ignorando el efecto dinámico del manipulador aéreo.

5.4.4. Compensación Dinámica

La estructura del controlador propuesto, mostrada en la Figura 5.4, está diseñada
para compensar la dinámica del robot manipulador aéreo con el fin de reducir los
errores de seguimiento de velocidad y corregir las perturbaciones causadas por
las condiciones ambientales y/o los efectos dinámicos del sistema. El controlador
propuesto se basa en la dinámica inversa del sistema (Ecuación (2.120)) y viene
dado por:

µD (t) = M(q(t))aµ (t) +C (q(t),µ(t))µ(t) + g (q(t)) (5.54)

donde, el vector de aceleración aµ(t) está definido por:

aµ(t) =
(
µ̇K (t) + LD tanh

(
KDL−1

D µ̃ (t)
))

(5.55)
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tal que, µ̇K (t) ∈ R7 es la aceleración deseada que se obtiene del controlador no
lineal cinemático,

µ̃(t) = µK (t)− µ (t) (5.56)

es el vector de los errores de velocidad; y LD,KD ∈ R7×7 son matrices cuadra-
das definidas positivas que pesan los errores de velocidad.

Observación 15 El controlador implementado tiene la misma estructura que se
diseña en el Capítulo 4 con la diferencia que se trabaja en tiempo continuo.

5.4.4.1. Estabilidad del Control de Compensación Dinámica

Ahora se analiza la estabilidad del controlador de compensación dinámica. La
ecuación de lazo cerrado se obtiene igualando el modelo dinámico del robot (Ecua-
ción (2.120)) y el controlador propuesto (Ecuación (5.54)). Entonces, suponiendo
la ausencia de errores de modelización, se deduce que:

M (q(t))aµ(t) = M (q (t)) µ̇(t) (5.57)

Como M(q(t)) es una matriz cuadrada que tiene inversa (Propiedad 2.5.4.7),
entonces ∃M(q(t))

−1, por lo tanto,

M(q (t))
−1

M (q (t)) = I (5.58)

resultando como ecuación de lazo cerrado:

µ̇ (t) = µ̇K (t) + LD tanh
(
KDL−1

D µ̃ (t)
)

(5.59)

Ahora, sea
˙̃µ (t) = µ̇K(t)− µ̇(t)

el error de aceleración, la Ecuación (5.59) resulta:

˙̃µ (t) + LD tanh
(
KDL−1

D µ̃ (t)
)
= 0 (5.60)

Con el objetivo de analizar el comportamiento del error de velocidad µ̃(t), se
propone la siguiente candidata de Lyapunov:

V (µ̃) =
1

2
µ̃⊺µ̃ > 0 (5.61)
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Derivando respecto al tiempo se obtiene que:

V̇ (µ̃) = µ̃⊺ ˙̃µ (5.62)

Luego, reemplazando la Ecuación (5.60) en la derivada de la candidata de Lyapu-
nov resulta que:

V̇ (µ̃) = −µ̃⊺LD tanh
(
KDL−1

D µ̃
)

(5.63)

Entonces, como LD,KD ∈ R7×7 son matrices diagonales definidas positivas y
la función tanh(•) es una función impar, resulta que

V̇ (µ̃) < 0 (5.64)

en otras palabras, es definida negativa. En consecuencia:

µ̃(t) → 0 cuando t→ ∞ (5.65)

lo que significa que el sistema de compensación dinámica es asintóticamente
estable. En consecuencia, los errores de velocidad tienden a cero.

5.4.5. Análisis de Robustez

Ahora, en el caso de que no exista seguimiento perfecto de velocidad,

µK(t) ̸= µ(t)

Entonces existe un vector δµ̃(t) que representa las perturbaciones y/o los errores
de modelización del sistema. Por lo tanto, la velocidad resultante se expresa
como:

µK(t) = µ(t) + δµ̃(t) (5.66)

Teniendo esto en cuenta y sustituyendo las acciones de control (Ecuación (5.21))
en el modelo del sistema (Ecuación (5.19)), se obtiene:

Ẋ(t) = JA(q(t))
(
µp(t) + µn(t)− δµ̃(t)

)
(5.67)

Reemplazando las acciones de control del objetivo primario y del objetivo secun-
dario, resulta:

Ẋ (t) = vd (t) + L1 tanh
(
K1L

−1
1 X̃ (t)

)
− JA (q) δµ̃(t) (5.68)
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Como,
˙̃X(t) = vd(t)− Ẋ(t)

entonces la ecuación de lazo cerrado del sistema resulta:
˙̃X (t) + L1 tanh

(
K1L

−1
1 X̃(t)

)
= JA (q) δµ̃(t) (5.69)

Ahora, la derivada de la candidata de Lyapunov propuesta anteriormente (Ecua-
ción (5.50)) resulta:

V̇
(
X̃
)
= −X̃⊺L1 tanh

(
K1L

−1
1 X̃

)
+ X̃⊺JA (q) δµ̃ (t) (5.70)

Para que la Ecuación (5.70) sea definida negativa, V̇
(
X̃
)
< 0, se tiene que

cumplir que:
L1 tanh

(
K1L

−1
1 X̃

)
> JA (q) δµ̃(t) (5.71)

Aplicando la norma a ambos lados de la ecuación se obtiene:∥∥∥L1 tanh
(
K1L

−1
1 X̃

)∥∥∥ > ∥JA (q) δµ̃ (t)∥ (5.72)

Ahora, para errores grandes la función tangente hiperbólica entra en su zona de
saturación, es decir,

tanh
(
K1L

−1
1 X̃

)
≈ 1 (5.73)

por tanto, la Ecuación (5.72) resulta:

∥L1∥ > ∥JA (q) δµ̃ (t)∥ (5.74)

Con la expresión obtenida en la Ecuación (5.74), se establece la primera condición
para la matriz de ganancia L1. Dado que L1 es una matriz definida positiva, se
puede elegir de modo que cumpla con la condición obtenida en la Ecuación (5.72)
y garantizar que el error disminuya.

Ahora veamos cuando los errores son pequeños, se tiene que:

L1 tanh
(
K1L

−1
1 X̃

)
≈ K1X̃ (5.75)

Reemplazando esta expresión en la Ecuación (5.72) resulta:∥∥∥K1X̃
∥∥∥ > ∥JA (q) δµ̃(t)∥ (5.76)
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Considerando el autovalor mínimo de la matriz de ganancia denotado como:

λmı́n (K1) (5.77)

se cumple que: ∥∥∥K1X̃
∥∥∥ > λmı́n(K1)

∥∥∥X̃∥∥∥ > ∥JA(q) δµ̃(t)∥ (5.78)

Despejando el error de control X̃(t), se obtiene la siguiente desigualdad:∥∥∥X̃∥∥∥ > ∥JA (q) δµ̃(t)∥
λmı́n (K1)

(5.79)

Como la Ecuación (5.79) es la condición para que el error X̃ disminuya, resulta
que el error queda acotado por:∥∥∥X̃∥∥∥ ≤ ∥JA (q) δµ̃(t)∥

σλmı́n (K1)
(5.80)

Con 0 < σ < 1 y normalmente σ cerca de 1. Sea,

k
JA

=
√
λmáx (J

⊺
AJA) = σmáx (JA) (5.81)

el máximo valor singular de JA(q), ∥δµ̃(t)∥ ≤ kδ la cota del vector delta
(Ecuación (2.126)) y k

K1
= λmı́n (K1) el valor mínimo del autovalor de la matriz

de gananciaK1. Entonces, la cota del error puede expresarse como:∥∥∥X̃∥∥∥ ≤ λ
JA
kδ

σk
K1

(5.82)

Con kδ ∈ R+ como constante positiva, y la condición que δµ̃(t) esté acotada.
En conclusión, el controlador propuesto cuando no existe seguimiento perfecto
de velocidad permanece estable con errores acotados.

5.5. Resultados Experimentales

Con el objetivo de validar el controlador propuesto se realiza pruebas mediante
simulación y pruebas reales. El robot utilizado para los experimentos se presenta
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en el Apéndice A. El método de agarre empleado en los experimentos utiliza un
electroimán en el extremo operativo. Este se activa cuando el extremo operativo
alcanza la formación relativa deseada con el objetivo. La confirmación de la
captura se realiza mediante la estimación del tamaño (radio) del objetivo en la
imagen, lo que permite verificar que el objeto está adherido correctamente al
electroimán. El objetivo está ubicado sobre un robot móvil de tipo diferencial,
esto permite emular la postura y movimiento del objetivo sobre el suelo. En
la Figura 5.9 se muestra imágenes del sistema utilizado para los experimentos.
Además, los experimentos fueron realizados sobre un suelo no liso como se puede
ver, por lo que esto genera perturbaciones al sistema con los movimientos no
continuos del objetivo. Las condiciones ambientales (velocidad de viento) donde
se realizaron las pruebas experimentales pueden verse en [186] y en una región
con una altitud de 2597 metros sobre el nivel del mar.

Figura 5.9: Sistemas robóticos empleados para los experimentos.
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5.5.1. Orientación del Objetivo

Con el propósito de determinar la orientación del objetivo se coloca dos puntos
de referencia (Secondary Features) que el robot aéreo identifica y utiliza cálculos
geométricos para determinar la orientación con respecto al UAV. La orientación
del objetivo permite determinar al robot por donde debe realizar la tarea de
acercamiento (T2). En la Figura 5.10 se presenta como se colocan estas referencias
(Features) para determinar la orientación del objetivo en tierra.

Figura 5.10: Estrategia para determinar la orientación del objetivo en tierra.

Ahora, sea
ptref =

pt1 + pt2

2
=

[
utref
vtref

]
(5.83)

el punto medio entre los puntos de referencia en el robot móvil en tierra en el
plano cámara y

pt =

[
ut
vt

]
(5.84)

las coordenadas del objetivo en el plano imagen medidos en pixeles. Entonces la
orientación del objetivo está dada por:

tθ = arctan

(
vt − vtref
ut − utref

)
(5.85)

Para la validación del esquema de control propuesto en este capítulo se plantea
cuatro experimentos: i) Simulación para ajuste de parámetros, ii) Experi-
mento con objetivo estático, iii) Experimento con objetivo en movimiento
lineal; y iv) Experimento con objetivo en movimiento no lineal.
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5.5.2. Simulación y Ajuste de Parámetros

En primer lugar, con el fin de validar y ajustar los parámetros del controlador,
se realiza una simulación que contempla todas las etapas involucradas en el
proceso de agarre aéreo. Para ello, se define un camino de referencia que debe
seguir el manipulador aéreo con el objetivo de localizar, capturar y transportar
un objeto en movimiento. Dicho objetivo se desplaza a lo largo de una trayectoria
predefinida sobre el plano terrestre.

La Tabla 5.1 presenta los parámetros empleados en el esquema de control pro-
puesto, incluyendo aquellos requeridos para cada fase del proceso de agarre
aéreo. Las ganancias descritas son aptas para la experimentación por simulación
y para las pruebas experimentales reales.

Tabla 5.1
Parámetros del controlador bioinspirado.

Parámetro Valor

Camino deseado P(s) y
orientación deseada para el
extremo operativo durante
las tareas T1 y T4.

px (s) = 4 sin (4s) + 1 [m]
py (s) = 6.5 cos (2s) + 2 [m]
pd (s) = 1.5 sin (6s) + 4 [m]
od (s) = arctan

(
dpyd
ds /

dpyd
ds

)
[rad]

vod = Ec.(3.26)

Rapidez deseada T1: ∥vpd
∥ = 0.8 T4: ∥vpd

∥ = 1 [m/s]

Ganancias del controlador
µK en T1 y T4

L1 = diag ([0.7, 0.7, 0.6, 0.75, 0.5])

K1 = diag ([1.2, 1.2, 1, 1.5, 1])

Ganancias del controlador
µK en T2

L1 = diag ([0.18, 0.18, 0.2, 0.25, 0.25])

K1 = diag ([0.45, 0.45, 0.4, 0.25, 0.75])

Ganancias del controlador
µK en T3

L1 = diag ([0.21, 0.21, 0.25, 0.25, 0.5])

K1 = diag ([0.525, 0.525, 0.8, 0.3, 0.3])

Ganancias del controlador
µD

LD = diag ([0.21, 0.21, 0.25, 0.25, 0.5])

KD = diag ([0.525, 0.525, 0.8, 0.3, 0.3])
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La simulación del proceso completo se ejecuta en un intervalo de 1.5 minutos.
En [187] se puede ver el video de recreado en MATLAB que muestra el compor-
tamiento del manipulador aéreo durante la simulación. La Figura 5.11 ilustra el
movimiento estroboscópico del manipulador aéreo a lo largo de la simulación,
permitiendo visualizar de forma secuencial las distintas etapas del agarre aéreo.

La Figura 5.12 presenta una comparación entre el agarre aéreo realizado por el
robot y el comportamiento de un ave durante la captura de su presa. Se observa
que la estrategia propuesta de agarre aéreo mediante un manipulador aéreo
(Figura 5.12a) guarda similitud con la maniobra ejecutada por un ave durante la
caza (Figura 5.12b) Por lo tanto, el esquema desarrollado, inspirado en principios
biológicos, permite emular de forma efectiva el proceso natural de captura de
objetivos con un robot manipulador aéreo.

(a) Agarre bioinspirado. (b) Agarre aéreo de aves.

Figura 5.12: Etapa T2 y T3 del agarre aéreo.

La evolución de los errores de posición del extremo operativo durante el expe-
rimento simulado se observa en la Figura 5.13. Mientras que en la Figura 5.14a
se presenta el módulo del error de posición. Se observa cómo las referencias
asignadas varían en función de cada una de las etapas definidas para la ejecución
de la tarea completa. De igual forma, se observa cómo el error tiende a cero
antes de iniciar la transición hacia la siguiente fase, lo cual demuestra que el
controlador propuesto permite cumplir satisfactoriamente con los objetivos de
cada etapa del proceso. De forma similar ocurre con el comportamiento de la
orientación del extremo operativo que se muestra en la Figura 5.14b.
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(a) Movimiento realizado en el espacio-XYZ.

(b) Movimiento en el plano-XZ. (c) Movimiento en el plano-XY.

Figura 5.11: Movimiento estroboscópico recreado con datos obtenidos del expe-
rimento simulado del agarre aéreo con el objetivo en movimiento.
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Figura 5.13: Evolución de los errores de posición del extremo operativo.

(a) Módulo del error de posición ∥wpr∥. (b) Error de orientación õr .

Figura 5.14: Comportamiento de los errores de control.

Para la etapa (T2), tal como se describe en la propuesta, se define una estrategia
de alineamiento del extremo operativo con respecto al objetivo (Sección 5.4.2.2).
En consecuencia, el experimento establece como referencia para esta etapa una
distancia deseada y un ángulo de elevación que garanticen una aproximación
adecuada del manipulador al objetivo:

Dd = 0,6 [m] θd =
π
9 [rad]

Consecuentemente, para la transición a la etapa de agarre (T3), el extremo operati-
vo debe cumplir con la formación deseada respecto al objetivo. Este cumplimiento
se puede evidenciar en la Figura 5.15, donde se muestra el comportamiento de la
distancia entre el extremo operativo (D) y el objetivo, así como la evolución del
ángulo de elevación (θ) durante la etapa de acercamiento.
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(a) Evolución de la distancia D. (b) Evolución del angulo θ.

Figura 5.15: Comportamiento de los parámetros de la formación deseada del
extremo operativo respecto al objetivo.

Las velocidades estimadas del objetivo (wv̂t) se presentan en la Figura 5.16. La
estimación de la velocidad se inicia una vez que el robot detecta al objetivo.
Durante las etapas T2 y T3, la velocidad estimada corresponde al desplazamiento
del objetivo sobre el terreno. En la etapa T4, en cambio, la velocidad estimada
refleja el movimiento del objetivo durante el transporte, el cual se realiza de
forma conjunta con el extremo operativo. Así, en esta última etapa, la velocidad
del objetivo coincide con la velocidad del extremo operativo.

Figura 5.16: Velocidades estimadas del objetivo.

Finalmente, en la Figura 5.17 se aprecia el comportamiento del objetivo en el plano
imagen, es decir, tal como es visualizado por la cámara durante el experimento.
Se muestra la evolución tanto del extremo operativo como del objetivo durante
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las etapas T2, T3 y T4. Es evidente que, en un instante de tiempo, la posición del
extremo operativo coincide con la del objetivo, lo que indica que se ha realizado
la captura. A partir de ese momento, la posición del objetivo coincide con la del
extremo operativo del robot, confirmando que el agarre ha sido exitoso y que el
objetivo es transportado por el brazo robótico.

Figura 5.17: Posición del extremo operativo y del objetivo en el plano imagen.

5.5.3. Objetivo Estático

El experimento consiste en dejar el objetivo fijo en el suelo, es decir, el objetivo
está ubicado sobre el robot móvil (robot azul) y con una orientación arbitraria.
Por lo tanto, el manipulador aéreo debe ser capaz de determinar la orientación
del objetivo y acercarse por la parte posterior para agarrarlo. En la Figura 5.18
se presenta el movimiento estroboscópico realizado por el manipulador aéreo
para ejecutar el agarre. La Figura 5.18a muestra el movimiento realizado por el
robot visto en el espacio-XYZ, mientras que en la Figura 5.18b se presenta la
vista en el plano-XZ . Se puede observar cómo el robot parte desde una posición
determinada. Es decir, una vez detectado el objetivo, comienza a posicionarse
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(T2) por detrás y luego procede a la etapa T3, correspondiente al agarre. Una
vez que captura el objetivo, pasa a la etapa T4, en la que lo transporta hacia otro
lugar. En este experimento se define una posición y orientación deseadas para
la etapa T4, hacia donde el manipulador aéreo llevará el objetivo capturado. En
[188] se puede ver el video del experimento, tanto el real como el reconstruido
en MATLAB con los datos reales obtenidos.

La evolución de los errores de posición del extremo operativo se muestran
en la Figura 5.19. Se puede observar cómo se identifica cada etapa al cambiar
la referencia del controlador para cumplir con los objetivos correspondientes.
Durante la etapa de acercamiento (T2), se puede ver cómo el error decrece hasta
que el robot se ubica por la parte posterior del objetivo. Para la transición a la
siguiente etapa y la generación de la referencia correspondiente a la etapa de
agarre (T3), se considera una norma del error de ∥wpr∥ ≤ 0.17 metros. Con
esto, el robot determina que está correctamente posicionado y procede a realizar
el agarre del objetivo. Se puede observar cómo cambian las consignas y, de igual
manera, los errores tienden a acercarse a cero hasta concretar el agarre. Por
último, una vez capturado el objetivo, se procede a la etapa T4, que es llegar a
una posición determinada con una orientación definida.

De igual manera, en la Figura 5.20 se presenta la evolución de los errores de las
articulaciones del brazo robótico durante el experimento. Se puede ver cómo,
en un comienzo, las articulaciones se colocan en una posición determinada. En
el momento de proceder al agarre, las referencias son actualizadas de forma
autónoma, y dichas referencias son determinadas por la Ecuación (5.41). Una vez
cumplida la etapa de agarre (T3), se procede a cambiar las posiciones deseadas
para transportar (T4) al objetivo.

El valor de la norma del error de posición del extremo operativo ∥wpr∥, se
observa en la Figura 5.21a, mientras que el error de orientación, õr , se muestra
en la Figura 5.21b. Se puede evidenciar cómo los errores en cada etapa tienden a
ser muy cercanos a cero.

En la Figura 5.22 se evidencia de mejor manera el proceso de agarre aéreo del
objetivo. En la parte superior se observa los cuadros de imagen del proceso
capturados desde la parte exterior del entorno de experimentación, mientras que
en la parte inferior se observan los cuadros de imagen que ve el robot, mostrando
la imagen RGB donde se puede ver cómo detecta al objetivo y al gripper. La
detección del gripper permite tener mayor precisión respecto a la posición.
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(a) Movimiento realizado en el espacio-XYZ.

(b)Movimiento realizado en el plano-XZ.

Figura 5.18:Movimiento estroboscópico recreado con datos reales obtenidos del
experimento con el manipulador aéreo durante el experimento de agarre aéreo
del objetivo fijo.
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Figura 5.19: Evolución de los errores de posición del extremo operativo durante
el experimento con el objetivo fijo.

Figura 5.20: Evolución de los errores de las articulaciones del brazo robótico.

(a)Módulo del error de posición del extremo
operativo ∥wpr∥.

(b) Error de orientación del extremo opera-
tivo õr .

Figura 5.21: Norma del error de posición y orientación del extremo operativo
producidos en el experimento del agarre aéreo de un objetivo estático.
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Figura 5.22: Etapas del experimento realizando para el agarre aéreo del objetivo
estático.

Finalmente, la Figura 5.23 muestra la evolución del objetivo en el plano imagen y
la trayectoria del extremo operativo. Se observa que el objetivo permanece dentro
del campo de visión (FOV), mientras que el extremo operativo evita interferir en
dicho campo.

Figura 5.23: Evolución del objetivo y del extremo operativo en el plano imagen
{FI} durante el experimento de agarre aéreo del objetivo estático en tierra.
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5.5.4. Objetivo con Trayectoria Lineal

El experimento consiste en que el robot diferencial transporte el objetivo sobre el
suelo a una velocidad constante de aproximadamente ≈ 0,2 [m/s]. Por lo tanto,
el manipulador aéreo debe ser capaz de determinar la orientación y velocidad
del objetivo para acercarse y capturarlo. La Figura 5.24 presenta el movimiento
reconstruido con los datos reales del experimento; la Figura 5.24a, el movimiento
en el espacio XY Z ; y la Figura 5.24b, la vista en el plano-XZ . Se aprecia cómo
el robot parte de una posición inicial y, de forma autónoma, ejecuta la etapa de
agarre (T3). Posteriormente, una vez capturado el objetivo, realiza la etapa T4.
De forma similar al experimento anterior, se define una posición y orientación
deseadas para esta última etapa. En [189] puede verse el video del experimento,
el cual incluye la recreación del movimiento en MATLAB, la vista del sistema de
visión del robot y una toma del entorno real de prueba.

La evolución de los errores de posición del extremo operativo se presentan en
la Figura 5.25. Se observa cómo en cada etapa las referencias del controlador se
modifican de acuerdo a los parámetros de cada etapa. Durante (T2) se evidencia
como el error decrece hasta posicionarse cerca del objetivo. Para la (T3) se
considera una norma del error de ∥wpr∥ ≤ 0,17 [m] y proceder agarrar el
objetivo. Además, se observa cómo los errores tienen a ser cercanos a cero hasta
agarrar el objetivo. Por último, una vez que el objetivo es capturado se procede a
(T4) que es llevar éste a una determinada posición.

Figura 5.25: Evolución de los errores de posición del extremo operativo en el
experimento de agarre aéreo del objetivo en movimiento.
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(a) Movimiento realizado en el espacio-XYZ.

(b)Movimiento realizado en el plano-XZ.

Figura 5.24:Movimiento estroboscópico recreado con datos reales obtenidos del
experimento con el manipulador aéreo durante el experimento de agarre aéreo
con el objetivo en movimiento.
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La Figura 5.26 presenta la evolución del comportamiento de los errores de las
articulaciones del brazo robótico durante el experimento, se observa cómo los
errores de las articulaciones tratan de mantenerse muy cercanos a cero. Sobre
todo, al momento de la etapa (T3) que es la más importante para lograr capturar
el objetivo mediante el movimiento del brazo robótico.

Figura 5.26: Evolución de los errores de las articulaciones del brazo robótico en
el experimento de agarre aéreo del objetivo en movimiento.

La norma del error de posición del extremo operativo ∥wpr∥ se muestra la
Figura 5.27a, mientras que el error de orientación õr se presenta en la Figura 5.27b.
Se puede evidenciar cómo los errores en cada etapa tienden a ser cercanos a cero.

(a)Módulo del error de posición del extremo
operativo ∥wpr∥.

(b) Error de orientación del extremo opera-
tivo õr .

Figura 5.27: Errores de posición y orientación del extremo operativo producidos
en el experimento realizado.
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La Figura 5.28 presenta la secuencia del agarre aéreo del objetivo en movimiento.
Se puede evidenciar cuando elManipulador Aéreo está cerca del objetivo, el
brazo robótico realiza el proceso de agarre modificando la configuración interna
del brazo robótico. Se puede observar también cómo el sistema de visión del
robot detecta el objetivo y los puntos de referencia (Secondary Features) que
permiten determinar la orientación del objetivo en el suelo.

Figura 5.28: Etapas del experimento realizado del agarre aéreo del objetivo en
movimiento cuadro a cuadro.

La Figura 5.29 muestra trayectoria del objetivo y del extremo operativo en el
plano imagen. Se cómo el objetivo permanece dentro del campo de vista (FOV)
del robot y cómo el extremo operativo también procura mantenerse al margen
del plano para no interferir con dicho campo visual. Asimismo, se puede observar
el momento en que el extremo operativo logra alcanzar al objetivo.

En la Figura 5.30 se ve el comportamiento del módulo de la velocidad estimada
del objetivo, ∥wv̂t∥, en movimiento, durante las etapas (T2 y T3) respecto a
{Fw}. Mientras que, para la etapa final, la velocidad del objetivo para (T4) viene
a ser la rapidez de la posición del extremo operativo, dado que el objetivo está
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Figura 5.29: Evolución del objetivo en el plano imagen conjuntamente con la
evolución del extremo operativo.

sujeto al gripper.

Figura 5.30: Módulo de la velocidad destinada del objetivo en movimiento
respecto a al sistema de referencia fijo {Fw}.

Por último, la Figura 5.31 presenta las componentes de la velocidad estimada
en XY Z , respectivamente wv̂t =

[
w ˆ̇tx

w ˆ̇ty
w ˆ̇tz
]⊺
, respecto a {Fw}. Como
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se evidencia en la figura, en las dos etapas (T2 y T3), la velocidad en Z es muy
cercana a cero, ya que el objetivo se desplaza únicamente en el plano XY .

Figura 5.31: Velocidades estimadas del objetivo respecto a {Fw}.

5.5.5. Objetivo con Trayectoria Variante

En este experimento se evalúa la capacidad del manipulador aéreo para ejecutar
la maniobra de captura de un objetivo móvil que se desplaza a lo largo de una
trayectoria circular sobre el suelo. La velocidad fijada para el objetivo terrestre
es de aproximadamente ≈ 0,25 m/s. Las condiciones de formación del extremo
operativo respecto al objetivo en la etapa T2 son iguales a las del experimento
anterior.

La Figura 5.32 presenta el movimiento estroboscópico realizado por el robot
para agarrar el objetivo. Por su parte, las Figuras 5.32a, 5.32b y 5.32c muestran
visualizaciones en el espacio tridimensionalXY Z , plano-XY y en el plano-XZ ,
respectivamente. El video del experimento está disponible en [190]; en él se puede
observar la recreación del movimiento del robot y del objetivo en MATLAB, así
como la grabación capturada por el sistema de visión del robot y una vista del
entorno experimental.

La evolución del error de posición del extremo operativo durante el experimento
se muestra en la Figura 5.33. Al igual que en el experimento anterior, durante la
etapa T2, en la que el robot se aproxima al objetivo, se observa una disminución
progresiva del error. Este comportamiento evidencia la capacidad del sistema
para realizar un seguimiento preciso del objetivo en movimiento. Los errores
tienden a converger hacia cero justo antes de iniciar la etapa de agarre aéreo T3.
Asimismo, se aprecia cómo el error permanece cercano a cero durante la etapa
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(a)Movimiento realizado en el espacio-XYZ.

(b) Movimiento realizado en el plano-XY. (c)Movimiento realizado en el plano-XZ.

Figura 5.32:Movimiento estroboscópico recreado con datos reales obtenidos
del experimento de agarre aéreo con el objetivo en movimiento.
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T4, lo que confirma que el objetivo ha sido capturado y trasladado correctamente
a la posición deseada.

Figura 5.33: Evolución de los errores de posición del extremo operativo en el
experimento de agarre aéreo del objetivo en movimiento.

De igual forma, la Figura 5.34 muestra los errores en las articulaciones del brazo
robótico. A medida que el sistema se aproxima al objetivo y se prepara para el
agarre, dichos errores tienden a converger a cero, lo que refleja una adecuada
convergencia de las referencias internas del controlador hacia las posiciones
requeridas para cumplir con cada etapa.

Figura 5.34: Evolución de los errores de las articulaciones del brazo robótico
durante el experimento de agarre aéreo del objetivo en movimiento.

La norma del error de posición del extremo operativo, ∥wpr∥, se muestra en
la Figura 5.35a, mientras que el error de orientación, õr , se presenta en la Figu-
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ra 5.35b. En cada etapa, los errores tienden a converger a cero, lo que evidencia
una ejecución adecuada de las tareas de seguimiento (T2), alineación (T3) y
captura (T4) por parte del manipulador aéreo

(a) Error de posición ∥wpr∥. (b) Error de orientación õr .

Figura 5.35: Errores de posición y orientación del extremo operativo.

La Figura 5.36 muestra la evolución de las trayectorias del objetivo y del extremo
operativo en {FI}. Se confirma que el objetivo permanece dentro del campo de
visión del manipulador aéreo, mientras que el extremo operativo evita obstruirlo,
interviniendo solo durante la fase de agarre (T4).

La Figura 5.37 muestra la secuencia del agarre aéreo del objetivo en movimiento.
A medida que el robot se aproxima, el brazo robótico ajusta su configuración
para ejecutar el agarre. Asimismo, se observa cómo el sistema de visión identifica
el objetivo y los puntos de referencia empleados para estimar su orientación.
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Figura 5.36: Trayectoria del objetivo y extremo operativo en {FI}.

Figura 5.37: Etapas del experimento realizado del agarre aéreo del objetivo en
movimiento cuadro a cuadro.
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Por último, la Figura 5.38 muestra las velocidades estimadas del objetivo en
{FI}. Como puede observarse, durante las etapas T2 y T3, la componente en la
dirección Z se mantiene cercana a cero, lo que concuerda con el desplazamiento
del objetivo únicamente en el plano-XY .

Figura 5.38: Velocidades estimadas del objetivo en {Fw}.
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CAPÍTULO 6

Conclusiones

Durante el desarrollo de esta tesis se formularon modelos matemáticos y se dise-
ñaron estructuras de control avanzadas para robots manipuladores aéreos. A lo
largo del desarrollo del trabajo, se abordaron desafíos clave como la redundancia
cinemática, el acoplamiento dinámico y la necesidad de lograr una coordinación
precisa entre la plataforma aérea y el brazo robótico. Se propusieron esquemas
de control no lineal capaces de ejecutar tareas autónomas en entornos de trabajo
tanto parcialmente estructurados como no estructurados, incorporando criterios
de eficiencia energética y máxima manipulabilidad.

Para cada uno de los esquemas de control propuestos se realizó un análisis formal
de estabilidad. En controladores formulados en tiempo continuo, el análisis se
basó en la teoría de Lyapunov, para esquemas de control discretos, la estabilidad
se evaluó mediante el análisis de la evolución temporal del error. En ambos casos,
se garantiza analíticamente la convergencia de los errores de control a cero. Se
presentan resultados de simulaciones y pruebas experimentales realizadas con el
manipulador aéreo, demostrando la funcionalidad de cada propuesta.
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Las conclusiones más relevantes de este trabajo se presentan a continuación:

6.1. Conclusiones del Capítulo II

En este capítulo se formularon los modelos cinemático y dinámico de un mani-
pulador aéreo, considerando al sistema como una estructura acoplada compuesta
por un hexarrotor y un brazo robótico. El modelo cinemático directo y diferen-
cial permite describir con precisión la relación entre las variables articulares y
la posición del extremo operativo, integrando la redundancia del sistema para
facilitar el cumplimiento de tareas primarias y secundarias.

Además, se propuso un modelo dinámico acoplado basado en la formulación
de Euler-Lagrange, expresado en función de velocidades de referencia. Esta
representación evita el uso explícito de fuerzas y torques, lo que simplifica la
implementación de controladores modernos. El modelo dinámico desarrollado
captura las interacciones entre la plataforma aérea y el brazo robótico, y es base
para el desarrollo de los esquemas de control que se presentan en los capítulos
posteriores.

6.2. Conclusiones del Capítulo III

En el capítulo se presentó un controlador de seguimiento de camino diseñado
para reducir el consumo energético de un manipulador aéreo. El controlador
cinemático propuesto aprovecha la redundancia del sistema del manipulador
móvil aéreo, de manera que cumple con el objetivo primario, qu es seguir el
camino deseado mediante el extremo operativo del robot; mientras que como
objetivo secundario, adapta la configuración interna del robot en función del
camino deseado a seguir. La modificación de las articulaciones del brazo robó-
tico, donde se concentra la mayor parte del ajuste interno del sistema, permite
que el hexarrotor reduzca las maniobras cuando el extremo operativo sigue el
camino establecido, lo que conlleva una disminución del consumo energético de
aproximadamente un 10% en comparación con un controlador de seguimiento
de camino estándar.

Las pruebas experimentales muestran que, a bajas velocidades, el manipulador
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aéreo presenta errores de seguimiento reducidos, ya que los movimientos del
brazo robótico son suaves y no inducen perturbaciones significativas en la diná-
mica del sistema. Sin embargo, a altas velocidades, los movimientos del brazo
pueden generar perturbaciones en la dinámica general del sistema, afectando así
el desempeño del control y provocando aumento en el error de seguimiento.

En función de las conclusiones obtenidas en este capítulo, se plantea la necesidad
de desarrollar un modelo dinámico acoplado del manipulador aéreo con el fin
de diseñar esquemas de control en cascada que permitan compensar las pertur-
baciones dinámicas del sistema. Este desarrollo da paso al siguiente objetivo de
la tesis, orientado a comparar el desempeño del controlador cinemático con un
esquema que incorpora compensación dinámica.

Adicionalmente, como propuesta de trabajo futuro, se plantea instrumentar los
actuadores del UAV y del brazo robótico con sensores de corriente y voltaje
independientes en cada actuador, con el propósito de cuantificar el consumo
energético individual de cada subsistema durante la operación acoplada. Esto
permitiría evaluar el impacto real de las maniobras compensatorias del UAV y
del trabajo ejecutado del brazo robótico sobre la eficiencia total del sistema, así
como desarrollar nuevas estrategias de control que optimicen la asignación de
esfuerzo y energía entre ambos subsistemas.

6.3. Conclusiones del Capítulo IV

Se presentó un controlador unificado que resuelve, mediante métodos numéricos,
los tres problemas de control de movimiento de un manipulador aéreo: control
de posición, seguimiento de trayectorias y seguimiento de camino. Se demostró
que, con una adecuada selección de la velocidad de referencia deseada, las tres
tareas pueden ejecutarse utilizando una única ley de control no lineal, lo cual
simplifica significativamente la arquitectura del sistema y mejora su flexibilidad
operativa.

Este desarrollo se fundamenta en el modelo dinámico acoplado presentado en
el Capítulo II, formulado en términos de velocidades de referencia en lugar de
fuerzas o torques. La representación ha sido clave para el diseño de la estructu-
ra de control con compensación dinámica en cascada, la cual permite reducir
los errores de control al compensar las dinámicas internas del sistema y las
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perturbaciones externas que afectan su comportamiento.

El análisis de estabilidad y robustez del sistema se realizó mediante el estudio
de la evolución temporal del error de control, concluyéndose que los errores de
control convergen asintóticamente a cero en ausencia de incertidumbres en el
modelo dinámico. En condiciones más realistas, donde se consideran errores de
modelado y perturbaciones externas, se garantiza que dichos errores permanecen
acotados, evidenciando la robustez de la estrategia de control propuesta.

Además, al incorporar la estructura de compensación dinámica en cascada junto
con la estrategia de ahorro energético desarrollada en el Capítulo 3, se observan
beneficios adicionales en el desempeño del sistema. En particular, durante las
tareas de seguimiento de camino, la combinación de ambas estrategias permite no
solo reducir los errores de control, sino también mejorar la eficiencia energética
del manipulador aéreo. Además, al considerar la estrategia de redistribución
del esfuerzo hacia el brazo robótico, y con la compensación, se evidenció un
incremento de aproximadamente un 14 % en la eficiencia energética del sistema,
validando experimentalmente que la incorporación del bloque de compensación
dinámica no compromete el ahorro energético, sino que lo potencia.

Los resultados experimentales obtenidos demuestran el buen desempeño del
controlador, validando su capacidad para mantener la estabilidad del sistema bajo
diferentes escenarios reales. La efectividad observada en la ejecución de tareas
de seguimiento confirma que la formulación unificada no solo es funcional, sino
también eficiente en la práctica.

6.4. Conclusiones del Capítulo V

El controlador propuesto en este capítulo permitió exitosamente la ejecución
de tareas de agarre aéreo sobre objetivos tanto estáticos como en movimiento.
Inicialmente, se llevó a cabo una simulación completa del esquema de control,
considerando las cuatro etapas del proceso de agarre aéreo (T1, T2, T3 y T4).
Esta simulación fue clave para ajustar los parámetros del sistema y validar la
capacidad del controlador para seguir y capturar al objetivo, manteniendo la
configuración deseada en cada fase de la maniobra.

Posteriormente, se realizaron pruebas experimentales en distintos escenarios:
una con el objetivo en reposo y dos con el objetivo en movimiento dentro de un
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entorno no estructurado. Los resultados obtenidos validan la efectividad de la
estrategia bioinspirada aplicada al control de manipuladores aéreos. El esquema
de control desarrollado, que integra principios biológicos con una arquitectura de
retroalimentación visual, demuestra ser una solución eficiente y confiable para
mantener la visibilidad continua del objetivo, incluso bajo condiciones dinámicas.
Al estar inspirado en el comportamiento de aves rapaces, el enfoque de control
ofrece un rendimiento destacado en términos de coordinación, adaptabilidad y
eficiencia en escenarios reales, reflejando mecanismos naturalmente eficientes
de caza y captura.

La redundancia cinemática del sistema permite que el esquema propuesto cumpla
simultáneamente múltiples objetivos de control, como mantener al objetivo
dentro del campo de visión (FOV) del robot y ejecutar la maniobra de agarre con el
brazo robótico. Esta capacidad de cumplir objetivos secundarios sin comprometer
la tarea principal resalta la flexibilidad y adaptabilidad del manipulador aéreo
para desenvolverse de manera eficaz en entornos complejos.

Adicionalmente, la implementación del control cinemático no lineal, combinado
con una estrategia en cascada para la compensación dinámica, permite una coor-
dinación efectiva entre el hexarrotor y el brazo robótico, garantizando estabilidad
y robustez frente a perturbaciones externas como el viento.

La estabilidad y robustez del esquema de control han sido demostradas formal-
mente mediante la teoría de Lyapunov, concluyéndose que los errores de control
permanecen finalmente acotados al considerar incertidumbres en el modelo di-
námico del manipulador aéreo, así como errores en la estimación de la velocidad
del objetivo. Esta validación teórica, junto con los resultados experimentales,
demuestra el buen desempeño del controlador propuesto bajo condiciones reales
de operación.

Cabe mencionar que, en coherencia con los capítulos anteriores, el diseño del
esquema permite que el brazo robótico realice la mayor parte del esfuerzo du-
rante la maniobra de captura. Esta estrategia de asignar mas esfuerzo hacia el
brazo robótico, en lugar de forzar desplazamientos del hexarrotor contribuye
directamente al ahorro de energía del sistema. Así, la estrategia propuesta no solo
garantiza precisión y estabilidad, sino que también mantiene un agarre óptimo.

En conjunto, el esquema de control servo-visual propuesto representa un avance
significativo en términos de autonomía, adaptabilidad y eficiencia energética
para este tipo de sistemas robóticos operando en entornos reales.
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6.5. Conclusión general

Esta tesis ha abordado el desarrollo de modelos y estrategias de control para
manipuladores aéreos compuestos por un hexarrotor y un brazo robótico, con-
siderando al sistema acoplado. Se formularon modelos cinemáticos directos y
diferenciales, así como un modelo dinámico expresado en función de velocidades
de referencia, lo que permitió simplificar el diseño e implementación de los
esquemas de control.

A partir de estos modelos, se propusieron diferentes estrategias de control no
lineal para tareas de seguimiento de camino, trayectoria y posición, incorporando
criterios de eficiencia energética, robustez y estabilidad. Se introdujeron esquemas
con compensación dinámica en cascada, así como estrategias bioinspiradas con
retroalimentación visual activa, validadas mediante simulaciones y experimentos
en entornos no estructurados.

Los resultados obtenidos confirman la eficacia de los controladores propuestos
para ejecutar tareas complejas de forma precisa y estable, reduciendo errores y
optimizando el consumo energético. Asimismo, se demostró que la redundancia
del sistema permite cumplirmúltiples objetivos simultáneamente, comomantener
el objetivo dentro del campo de visión y realizar tareas de manipulación.

Trabajos futuros. Como proyección del trabajo desarrollado en esta tesis, se
identifican varias líneas de investigación relevantes. En primer lugar, se considera
la implementación del esquema de compensación dinámica adaptable que permita
ajustar los parámetros del modelo en tiempo real, especialmente cuando el
MA transporta cargas que modifican las propiedades dinámicas del sistema.
Adicionalmente, se plantea el estudio de arquitecturas de teleoperación que
incorporen retardos en el canal de comunicación, orientadas a tareas remotas de
inspección, manipulación y transporte seguro de cargas.

Finalmente, dado el avance teórico y experimental logrado, se prevé la aplicación
de los algoritmos propuestos en escenarios prácticos de mayor escala, inclu-
yendo tareas de mantenimiento, supervisión, seguridad y defensa, donde los
manipuladores aéreos representan una herramienta de alta relevancia. Estas
líneas permitirán consolidar y expandir el impacto del trabajo presentado en esta
tesis.
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APÉNDICEA

Robot Manipulador Aéreo

A.1. Introducción

Con el propósito de evaluar de forma experimental los esquemas de control
propuestos a lo largo de este trabajo, se ha llevado a cabo el diseño, construcción
e implementación de un Robot Manipulador Aéreo. La necesidad de contar
con una plataforma física surge de la naturaleza aplicada del estudio, el cual
se centra en el desarrollo, análisis y evaluación de algoritmos avanzados de
control para robots aéreos. La validación experimental representa un componente
fundamental de esta investigación, ya que permite no solo demostrar la viabilidad
de las metodologías propuestas en condiciones reales, sino también identificar
posibles limitaciones prácticas asociadas al modelo teórico. El robot construido ha
sido desarrollado con un enfoque modular y flexible, lo que permite la integración
de sensores, actuadores y sistemas de procesamiento embebido, lo que permite
realizar el control autónomo y semi-autónomo del robot. La Figura A.1 presenta
el esquema del hardware del robot manipulador aéreo.
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El robot manipulador aéreo cuenta con una plataforma aérea de tipo hexarrotor,
sistema de energía para alimentar a los dispositivos electrónicos, múltiples cáma-
ras, sensores y sobre todo un computador a bordo. En los siguientes apartados
de se detalla el Hardware y Software del robot.

A.2. Hardware

A.2.1. Plataforma Aérea

La plataforma aérea es un hexarrotor Matrice 600Pro de la marca DJI. En la Tabla
A.1 se presenta las características que posee este tipo de plataforma.

Tabla A.1
Características de la plataforma aérea Matrice 600Pro

Característica Descripción

Peso máximo 15 kg
Payload 6 kg
Dimensión 1669× 1518× 727 mm
Material Fibra de carbono
Velocidad máxima sin presencia de vuelo 65 km/h
Velocidad máxima de ascenso ∼ 5 m/s
Velocidad máxima de descenso ∼ 3 m/s
Baterías TBS47S y TBS48S
Tiempo de vuelo sin carga con TB47S ∼ 32 min
Tiempo de vuelo con carga con TB47S ∼ 6 min
Tiempo de vuelo sin carga con TB48S ∼ 38 min
Tiempo de vuelo con carga con TB48S ∼ 8 min
Resiste vientos de hasta ∼ 8 m/s
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Con la gran capacidad que tiene para carga útil, se puede instalar dispositivos en
el fuselaje de la plataforma. Ademas, este modelo de UAV hexarrotor permite
acceder a los datos internos, es decir, se tiene acceso a la escritura y lectura de los
estados internos del robot, a través de la Interfaz de Programación de Aplicaciones
(API), por lo tanto cuenta con On Board SDk ROS (Robot Operating System).
Ésta funcionalidad que cuenta este hexaedro es indispensable para desarrollar la
comunicación con la plataforma y permitir acceder a los datos internos del robot
como a la posición y los valores de los ángulos de rolido, cabeceo y derrape. De
igual forma, permite inyectar comandos que permitan realizar el movimiento en
el espacio tridimensionalXY Z . Por cual, se desarrolla un nodo de comunicación
en (ROS) que permite enviar comandos de referencia al robot, el hexarrotor
permite enviar tres velocidades lineales para el desplazamiento frontal, lateral y
vertical. Además, permite inyectar velocidad de rotación para el giro de derrape
la Figura presenta la plataforma aérea utilizada [191].

(a) Vista superior. (b) Vista frontal.

Figura A.2: Hexarrotor Matrice 600Pro utilizado como plataforma aérea para el
manipulador aéreo [191].

A.2.2. Brazo Robótico de 3DOF

El brazo robótico del manipulador aéreo es de tres grados de libertad. El diseño
CAD realizado en SolidWorks del brazo robótico se presenta en la Figura A.3.

El brazo robótico es construido de fibra de carbono para minimizar el peso total
del sistema. Incorpora como extremo operativo un gripper que permite transpor-
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Figura A.3: Modelo CAD del brazo robótico d 3DOF para el manipulador aéreo.

tar y manipular objetos. Para la construcción en en primera instancia se realiza
el diseño y modelo CAD del brazo robótico, permitiendo realizar un análisis de
esfuerzo para determinar las capacidades máximas y posteriormente realizar la
construcción. Las articulaciones del brazo robótico están constituidas por actua-
dores ROBOTIC DYNAMIXEL específicamente de la serie MX-106 y MX-64 [192].
Este tipo de motores cuenta con su propia interfaz de comunicación (RS485), a
través de su del modulo USB2Dynamixel [193], tienen la capacidad de propor-
cionar información detallada del estado de posición, velocidad angular y torque,
además reciben comandos de referencia para variar la posición y la velocidad de
rotación. En la Tabla A.2 se presentan las principales características del brazo
robótico, incluyendo sus parámetros estructurales y cinemáticos relevantes.

A.2.3. Sistema de Energía

El sistema de potencia del Manipulador Aéreo consta de varios bloques, donde, el
bloque principal es el Kit de seis baterías de LiPo de 6S tipo TB47S, este banco de
baterías viene incorporo en el hexarrotor, el cual están interconectadas en serie y
proporcionan un total de 55 Vcc (cincuenta y cinco voltios continuos). La salida
de voltaje de este sistema de potencia cuenta con un sensor de voltaje y corriente
ACS758 con su respectiva placa acondicionadora. El sensor permite medir el
consumo del robot durante el tiempo de funcionamiento en las pruebas, los datos
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Tabla A.2
Parámetros del brazo robótico de 3DOF

Parámetro Valor Descripción

l1 0,16 [m] Longitud del eslabón uno consi-
derando la altura de la base h

l2 0,45 [m] Longitud del eslabón dos
l3 0,47 [m] Longitud del eslabón tres
m1 0,294 [kg] Masa del eslabón uno
m2 0,104 [kg] Masa del eslabón dos
m3 0,1937 [kg] Masa del eslabón tres
mg 0,128 [kg] Masa del gripper
q1 [−π, π]] [rad] Rango de operación de la articu-

lación uno
q2 [− 2π

3 ,
2π
3 ] [rad] Rango de operación de la articu-

lación dos
q3 [−π

6 , π] [rad] Rango de operación de la articu-
lación tres

sirven apara comparar el consumo de energía del robot en determinadas tareas
autónomas que ejecuta y validar las estrategias de control que se propone en
este trabajo para minimizar el consumo de energía. Después del sensor general
de consumo de energía, se establece la conexión para el computador a bordo
mediante un regulador de la marca DROK. Es un convertidor Buck ajustable
Step Down, el voltaje que entrega para la computadora es de 19 Vcc [194]. Para
alimentar al motores del brazo robótico de igual forma se ocupa otro regulador
de la misma denominación para la computador, al voltaje que se ajusta es de
12vcc que alimenta a todos los servomotores y el control del gripper. Por último,
se cuenta con un regulador de voltaje LM295S que reduce el voltaje del bloque
de alimentación de los motores del brazo robótico a 5 Vcc para la tarjeta de
adquisición de datos del robot, que permite adquirir los datos de los sensores
incorporados [195].
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Figura A.4: Sistema de energía del robot manipulador aéreo.

Observación A.1 Para cada experimento realizado con el robot, se registra y
almacena el consumo energético correspondiente, con el objetivo de disponer de
un historial detallado del desempeño energético en cada prueba. Esta información
resulta fundamental para el análisis comparativo de los algoritmos de control
implementados, ya que permite evaluar su eficiencia energética.

A.2.4. Computador a Bordo

El computador a bordo, montado en el fuselaje del manipulador aéreo, corres-
ponde a un equipo de la marca Intel, específicamente el modelo Intel® NUC 11
Enthusiast. Las características detalladas del dispositivo pueden consultarse en
[196]. Este computador actúa como el cerebro principal del manipulador aéreo,
siendo responsable de comandar todo el sistema. Está conectado a todos los
dispositivos de entrada y salida (E/S) del robot, permitiendo la transmisión y
recepción de información desde y hacia los sensores y actuadores.

El equipo cuenta con el sistema operativo Linux (Ubuntu 20.04), una plataforma de
código abierto ampliamente utilizada en entornos de desarrollo y robótica debido
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a su estabilidad, facilidad de uso y alta compatibilidad con software y dispositivos.
Su principal ventaja radica en la compatibilidad con versiones específicas de
ROS y ROS 2, diseñadas para funcionar sobre Ubuntu. El robot se basa en el
entorno Robot Operating System (ROS), el cual se emplea como infraestructura
para la gestión de todos los sensores, actuadores (como los motores del brazo
robótico) y algoritmos de control, así como para el acceso al controlador interno
del Matrice 600Pro. A través de esta integración, se utiliza el Onboard SDK de
ROS, que facilita el acceso a los sistemas internos del dron. La Figura A.5 muestra
el computador montado en el sistema a bordo del robot.

Figura A.5: Computador a bordo del robot manipulador aéreo.

A.2.5. Sistema de Visión

El sistema de visión que incorpora el robot está conformado por dos cámaras:

1. Cámara de profundidad Intel RealSense™ D455: Es una cámara esté-
reo que incorpora tecnología de infrarrojos y obturador global. Presenta
un bajo nivel de error gracias a la inclusión de dos sensores de profun-
didad, separados a una distancia óptima. Además, combina un sensor de
profundidad con un sensor de color.

2. Cámara de tracking Intel RealSense™ T265: Esta cámara cuenta con
un sistema de seguimiento inside-out con seis grados de libertad (6DoF).
Está equipada con dos cámaras tipo ojo de pez, cada una con un campo de
visión de hasta 170 grados. Integra su propia unidad de procesamiento, lo
que evita un alto consumo de recursos en procesadores externos. Gracias
a esta cámara, los robots pueden comprender el mundo en 3D, no solo a
nivel espacial del entorno, sino también en cuanto a su propia posición y
orientación.
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En la Figura A.6a se presenta el diseño CAD del sistema de visión con las cáma-
ras destinadas al robot, mientras que la Figura A.6b muestra dicho sistema ya
instalado en el manipulador aéreo. Como se observa, el sistema está montado
sobre el fuselaje del hexarrotor.

(a) Diseño CAD del soporte para las cámaras.

(b) Sistema de visión en el robot.

Figura A.6: Cámaras de profundidad y de tracking instaladas en el robot.

Las cámaras, acopladas de forma rígida, permiten determinar su posición y orien-
tación con respecto a un marco de referencia estático alineado con la gravedad.
Por su parte, la cámara de profundidad realiza una correspondencia estéreo para
obtener una nube densa de puntos en 3D de la escena. Este flujo de datos resulta
especialmente valioso para aplicaciones como el mapeo de entornos y el escaneo
de objetos. En el sistema desarrollado se implementan estrategias específicas
destinadas a evitar que las fluctuaciones inherentes a la detección por cámara
se propaguen hacia el controlador. En primer lugar, las coordenadas de imagen
extraídas del módulo de visión son filtradas mediante un suavizado temporal, lo
que atenúa variaciones rápidas indeseadas y garantiza una referencia visual más
estable para el lazo de control.



250 Apéndice A. Robot Manipulador Aéreo

Finalmente, estas cámaras se emplean enmúltiples aplicaciones dentro del ámbito
de la robótica y cuentan con su propio Software Development Kit (SDK), el cual
permite a los desarrolladores acceder libremente a los datos y crear aplicaciones
personalizadas para fines específicos.

Observación A.2 Los componentes del sistema robótico se ubican en el centro
del hexarrotor. De este modo, tanto la base del brazo robótico como el computador
a bordo coinciden con el centro de masa de la plataforma aérea. Esta ubicación
estratégica tiene como propósito no alterar significativamente la dinámica del robot.

A.3. Software

El software del manipulador aéreo fue desarrollado con el objetivo de proporcio-
nar una interfaz eficiente y modular, que permita la interacción con los distintos
subsistemas que conforman el robot. Su diseño se basa en una arquitectura dis-
tribuida, lo que facilita tanto la escalabilidad como el mantenimiento del sistema.
La estructura general del software se presenta en la Figura A.7.

Figura A.7: Esquema de la arquitectura del software.

La interacción entre los diferentes módulos del robot es gestionada mediante ROS
(Robot Operating System), lo que permite la integración con sensores, actuadores
y algoritmos de control avanzados.
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A.3.1. Robot Operating System (ROS)

Es un entorno de desarrollo de software libre diseñado para la programación
de robots. Proporciona herramientas, bibliotecas y convenciones que facilitan
la implementación de algoritmos de control, percepción, navegación y manipu-
lación. Aunque comúnmente se le denomina sistema operativo, en realidad se
trata de un middleware que permite la comunicación entre los distintos módulos
que conforman un robot. La arquitectura de ROS se basa en nodos que contienen
publicadores, suscriptores, servicios y acciones [197].

Nodo: Es un proceso que ejecuta una tarea específica dentro del sistema
robótico. Los nodos son componentes fundamentales en ROS, y se comu-
nican entre sí mediante tópicos y servicios, lo que permite la ejecución de
sistemas complejos de forma modular y distribuida.

Publicador: Es un nodo que envía o genera mensajes hacia un tópico.
Cumple la función de fuente de información dentro del sistema, permi-
tiendo que otros nodos suscritos a dicho tópico reciban datos en tiempo
real.

Subscriptor: Es un nodo que recibe información, es decir, escucha los
mensajes publicados en un tópico y ejecuta una determinada acción según
el contenido del mensaje recibido. Puede recibir mensajes de uno o varios
publicadores, y es capaz de procesarlos o almacenarlos en tiempo real.

Servicio: Es un mecanismo de comunicación basado en una estructura
cliente-servidor. A diferencia del modelo publicador-suscriptor, que es
asíncrono y continuo, los servicios permiten una interacción síncrona, en
la que un cliente envía una solicitud a un servidor y este responde con un
resultado.

A.3.2. Arquitectura del Robot Manipulador Aéreo

El software del robot está desarrollado sobre ROS Noetic y se ejecuta en el sistema
operativo Ubuntu 20.04. Su arquitectura se compone de siete módulos princi-
pales: sistema visual, sistema de información de estados, sistema de control del
brazo robótico, sistema de control del Matrice 600Pro, sistema de teleoperación,
sistema de control autónomo y sistema de control manual. Además, incorpora
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algoritmos que permiten obtener la posición global y local del robot. Cada uno
de estos subsistemas se integra de manera coordinada para garantizar tanto
el funcionamiento autónomo como el teleoperado del manipulador aéreo. La
Figura A.8 presenta una descripción detallada de la arquitectura implementada
en el sistema desarrollado.
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A.3.2.1. Sistema Visual

El sistema visual consta de dos bloques principales. El primero está confor-
mado por la cámara de profundidad, la cual proporciona los datos de reali-
mentación visual en RGB Image y Depth Image. El programa principal es
ros_detectar.cpp, el cual publica los diferentes tópicos que el robot ne-
cesita para la realimentación visual. Además, cuenta con un sistema de visión
artificial para detectar objetivos de interés y el extremo operativo del robot. Estos
datos se entregan en metros y píxeles, y también se generan datos filtrados para
reducir el ruido en las mediciones a través del código ros_data_fill.cpp.

El segundo bloque del sistema de visión es el sistema de odometría visual, que
está compuesto por la cámara de tracking. Para acceder a los datos de esta
cámara, se emplea el ROS Wrapper de Intel. El tópico utilizado por este
nodo es /camera/odom/sample, el cual proporciona información sobre
la posición, orientación, velocidad lineal y velocidad angular. Estos datos son
empleados para la odometría del robot. En la Tabla A.3 y en la Tabla A.4 se
presenta los tópicos que se crean a partir de los nodos generados por las dos
cámaras.

Tabla A.3
Tópicos generados por la cámara de Tracking.

Tópicos ROS
/camera/accel/imu_info
/camera/accel/metadata
/camera/accel/sample
/camera/gyro/imu_info
/camera/gyro/metadata
/camera/gyro/sample
/camera/odom/metadata
/camera/odom/sample
/camera/realsense2_camera_manager/bond
/camera/tracking_module/parameter_descriptions
/camera/tracking_module/parameter_updates
/diagnostics
/tf
/tf_static
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Tabla A.4
Tópicos generados por la cámara de Profundidad.

Tópicos de ROS
/camera/angular/velocity
/camera/data_gripper
/camera/data_gripperFil
/camera/data_obj
/camera/data_objFil
/camera/data_pixels
/camera/image
/camera/image/compressed
/camera/image/compressed/parameter_descriptions
/camera/image/compressed/parameter_updates
/camera/image/compressedDepth
/camera/image/compressedDepth/parameter_descriptions
/camera/image/compressedDepth/parameter_updates
/camera/image/theora
/camera/image/theora/parameter_descriptions
/camera/image/theora/parameter_updates
/camera/lineal/velocity
/camera/odom/sample
/camera/position
/camera/rotation

En la Figura A.9 se muestra la comunicación entre los nodos y los tópicos activos
del sistema de visión, los cuales se visualizan al ejecutar el comando rosrun
rqt_graph rqt_graph en el computador a bordo con Ubuntu.

La implementación del sistema permite tener:

Flujo de video RGB: Captura y transmite imágenes en color en tiempo
real.

Datos de profundidad: Proporciona información sobre la distancia de
los objetos con respecto a la cámara, lo que permite generar un mapa de
profundidad.

Mira del objetivo y extremo operativo: Superpone referencias visuales
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Figura A.9: Nodos y tópicos de ROS correspondientes al sistema de visión.

en la imagen para indicar la posición del objetivo y la ubicación del gripper
del robot, facilitando la manipulación precisa.

Estos datos son fundamentales para la ejecución de tareas autónomas, como el
seguimiento de objetivos, la estimación de poses y la planificación de trayectorias.

A.3.2.2. Estado del Sistema

En este bloque se crea un nodo el cual proporcina la medicion del voltaje y la co-
rriente que consume el sistema a traves del programa sensorIV_node.cpp.
Este genera el mnodo denominado /sensor_iv_node que publica los datos
en el tópico denominado /sensor_iv_data.

A.3.2.3. Sistema de Control del Brazo Robótico

En este módulo de software se implementa el nodo encargado del control de
los motores que componen el brazo robótico. Para ello, se utiliza el SDK de los
motores Dynamixel proporcionado por [198] de ROBOTIS. El programa princi-
pal, denominado ARM_Motor.cpp, crea el nodo central /robotic_arm
encargado de publicar los estados de los motores del brazo robótico y del motor
de accionamiento del gripper, incluyendo parámetros como velocidades, tor-
que, posición, temperatura, entre otros. Además, este nodo recibe comandos de
velocidad para cada motor.

Los programas auxiliares,gripper_run.cpp yset_pos_arm.cpp, per-
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miten controlar directamente el motor del gripper y los motores del brazo robó-
tico, respectivamente, recibiendo como entrada el número de identificación (ID)
del motor y la posición en grados. La Tabla A.5 presenta los tópicos que genera
el nodo que corresponde al brazo robótico.

Tabla A.5
Tópicos relacionados con el control del brazo robótico.

Tópicos de ROS
/robotic_arm/gripper_set_action

/robotic_arm/joints_get_velocity

/robotic_arm/joints_set_position

/robotic_arm/joints_set_velocity

/robotic_arm/joints_state

En la Figura A.10 se ilustra la comunicación entre el nodo y los tópicos activos del
brazo robótico, al ejecutar el comando rosrun rqt_graph rqt_graph.

Figura A.10: Nodo y tópicos de ROS correspondientes al brazo robótico.
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A.3.2.4. Sistema de Control del Matrice 600Pro

El software utilizado para comandar y acceder a todos los datos proporcionados
por el Matrice 600 Pro de DJI hace uso del Onboard SDK proporcionado por
el fabricante del robot [199]. El sistema del robot cuenta con un sistema de
posicionamiento local y global, utilizando sensores ultrasónicos y la cinemática
del robot. Para el posicionamiento global, emplea un sistema GPS. Este sistema
de posicionamiento global se compensa con una configuración redundante de
tres GPS, que triangulan la ubicación para obtener una mayor precisión en la
posición .

Además, el robot está equipado con un sistema propio de medición inercial
(IMU), conformado por tres IMUs para mejorar la precisión en la estimación de
la posición, velocidad y rotación [191]. A esto se suma el magnetómetro, que
proporciona una mayor precisión en la orientación del robot. La fusión de todos
estos sensores también permite determinar la altitud, que es la distancia vertical
entre el robot y el nivel del mar, así como la altura, que se refiere a la distancia
entre el dron y el terreno desde el cual despega.

Todos estos datos están disponibles a través del SDK. Para facilitar el acceso a la
información que se necesita y el envío de comandos de control, se ha desarrollado
el nodo denominado /Data_Node, que genera el tópico /dji_data. Los
tópicos generados para el control y acceso al Matrice 600 Pro se describen en la
Tabla A.6.

La Figura A.11, se presentan los tópicos activos utilizados para la lectura de
estados del hexarrotor y para realizar acciones de control a través del nodo
/control_node, el cual se explica más adelante.

A.3.2.5. Sistema de Tele Operación

Este subsistema permite la incorporación del control semiautónomo del robot.
Su función principal es generar los comandos de control para el manipulador
aéreo desde una estación de control remota, ubicada en tierra. La teleoperación
se lleva a cabo mediante dispositivos hápticos, específicamente elNovint Falcon
[200], los cuales permiten al operador enviar comandos de maniobra al robot.
Además, proporciona realimentación de fuerza generada en el sistema local, lo
que permite al operador percibir las fuerzas resultantes del estado dinámico del
robot [73].
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Tabla A.6
Tópicos generados del Matrice 600Pro.

Tópicos de ROS
/dji_data

/dji_sdk/acceleration_ground_fused

/dji_sdk/angular_velocity_fused

/dji_sdk/attitude

/dji_sdk/battery_state

/dji_sdk/display_mode

/dji_sdk/flight_control_setpoint_ENUposition_yaw

/dji_sdk/flight_control_setpoint_ENUvelocity_yawrate

/dji_sdk/flight_control_setpoint_generic

/dji_sdk/flight_status

/dji_sdk/from_mobile_data

/dji_sdk/gimbal_angle

/dji_sdk/gimbal_angle_cmd

/dji_sdk/gimbal_speed_cmd

/dji_sdk/gps_health

/dji_sdk/gps_position

/dji_sdk/height_above_takeoff

/dji_sdk/imu

/dji_sdk/local_frame_ref

/dji_sdk/local_position

/dji_sdk/rc

/dji_sdk/rtk_info_position

/dji_sdk/rtk_info_yaw

/dji_sdk/rtk_position

/dji_sdk/rtk_velocity

/dji_sdk/rtk_yaw

/dji_sdk/trigger_time

/dji_sdk/velocity
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Figura A.11: Nodos y tópicos activos de ROS del Matrice 600Pro.

Para este propósito, se desarrolla el nodo /falcon_data, encargado de ges-
tionar la comunicación mediante la publicación y suscripción de información en
ROS. Este nodo permite la conexión de múltiples dispositivos hápticos para la
teleoperación del sistema. Por cada Novint Falcon conectado, se generan tres
tópicos específicos:

/falcon/buttons: Información del estado de los botones del dispo-
sitivo.

/falcon/force: Fuerza aplicada sobre el dispositivo, utilizada para
la realimentación háptica.

/falcon/position: Posición del manipulador háptico en el espacio
de trabajo.

En la Figura A.12, se muestra la estructura del nodo /falcon_data junto
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con sus respectivos tópicos, los cuales se comunican con el nodo de control
del sistema. Es importante destacar que este nodo se implementa en el sitio
remoto, es decir, en la estación de control en tierra. Por otro lado, el sistema
local, conformado por el manipulador aéreo, es el encargado de ejecutar el
ROS_MASTER, funcionando como el servidor de ROS. Este servidor permite la
comunicación entre todos los nodos dentro de la red, garantizando que cualquier
dispositivo conectado pueda interactuar con el sistema de control del robot.

Figura A.12: Nodo y tópicos de ROS del dispositivo para teleoperación.

A.3.2.6. Sistema de Control Autónomo

Esta parte del software está compuesta por dos subsistemas. El primero es el
Sistema Autónomo, el cual incluye programas que realizan tareas específicas
para el control autónomo del manipulador aéreo por separado.

Para el hexarrotor:

position.py: Permite posicionar el hexarrotor en coordenadas desea-
das.

follow_path.py: Habilita al hexarrotor para seguir una trayectoria
de manera autónoma.

drone_task_control.cpp: Permite definir tareas para el despegue
y aterrizaje del robot.

En cuanto al control del brazo robótico, se dispone de dos programas:
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pos_joint.py: Permite posicionar el extremo operativo.

task_follow.py: Se encarga de realizar el seguimiento de trayecto-
rias.

El segundo subsistema, y el más relevante, es el de Control Autónomo, ya que
en él se implementan todos los esquemas de control descritos en esta tesis. El
código desarrollado en este subsistema se ejecuta en el entorno MATLAB y se
utiliza para la programación matemática de los algoritmos avanzados aplicados
al robot manipulador aéreo. Además, se integran bibliotecas desarrolladas es-
pecíficamente para que los usuarios puedan implementar y probar sus propios
esquemas de control.

El nodo encargado de gestionar la interacción con todos los sistemas del ma-
nipulador aéreo se denomina /control_node. La Tabla A.7 presenta cinco
ejemplos de código disponibles en este subsistema, diseñados para controlar las
distintas funcionalidades del manipulador aéreo.

Tabla A.7
Códigos ejemplo para el control autónomo del manipulador aéreo.

Programa Descripción
position.m Para realizar el control de posición del Ma-

nipulador Aéreo
trajectory_tracking.m Programa para ejecutar una trayectoria con

el Manipulador Aéreo
path_following.m Programa para realizar el seguimiento de

camino con el Manipulador Aéreo
tele_operate_control.m Este programa permite realizar la tele-

operación del Manipualdor Aéreo desde
un sitio remoto

autonomous_grasping.m Este programa permite ejecutar de forma
autónoma el control del manipulador aéreo
para capturar objetivos

Todos estos programas, acceden a los tópicos necesarios para el control en lazo
cerrado del hexarrotor y del brazo robótico.



A.3. Software 263

A.3.2.7. Sistema de Control Manual

El control manual permite operar directamente al hexarrotor por medio de
sus propio enlace al control remoto en tierra. Tiene un sistema de transmisión
inalámbrica Lightbridge 2, opera a 2.4 GHz y tiene una distancia máxima de
transmisión de 5 km.

A.3.3. Nodos y Tópicos de ROS del Robot

La Figura A.13 se presenta una captura de la imagen que trasmite el robot para
realimentación visual del entorno de navegación, la misma que es útil para
detectar obstáculos y para la retroalimentación visual del operador.

Figura A.13: Video que captura y trasmite el robot mediante el nodo de ROS
para realimentación visual.

En la Figura A.14 se muestran los nodos y tópicos activos de ROS utilizados en
la arquitectura de control autónomo del manipulador aéreo, los cuales permiten
la ejecución de tareas autónomas.

Por último, la Figura A.15 presenta el robot manipulador aéreo en funcionamien-
to.
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Figura A.14: Nodos y tópicos de ROS del robot manipulador aéreo
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Figura A.15: Robot Manipulador Aéreo.

A.4. Nota final sobre la plataforma experimental

El manipulador aéreo desarrollado para esta investigación integra tanto hardware
como software diseñados específicamente para permitir la validación experi-
mental de los algoritmos propuestos a lo largo de la tesis. El sistema de control
está estructurado en módulos que abarcan locomoción, percepción, planificación
de movimiento y comunicación, permitiendo una operación autónoma o por
teleoperación, según lo requiera la tarea.

Se ha implementado un sistema de comunicación en tiempo real, lo que garantiza
una respuesta rápida ante cambios en el entorno. El diseño del software sigue
una arquitectura modular y buenas prácticas de ingeniería, lo que asegura un
código limpio, eficiente y fácilmente escalable.

El sistema de video integrado en el manipulador permite la adquisición y procesa-
miento visual en tiempo real, aspecto fundamental para las estrategias de control
servo-visual implementadas. Esta plataforma experimental ha sido empleada
en la validación de todos los esquemas de control desarrollados en esta tesis,
demostrando su versatilidad y fiabilidad en condiciones reales de operación.
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APÉNDICEB

Redundancia en Robótica

La redundancia en sistemas robóticos hace referencia a la existencia de más
grados de libertad (DoF) que posee un robot de los necesarios para realizar una
tarea específica. Esto significa que el robot tiene la capacidad de moverse de
maneras adicionales a las requeridas para cumplir con la tarea definida, lo que le
permite tener más flexibilidad y margen de maniobra en sus movimientos.

B.1. Tipos de Redundancia

Redundancia Cinemática: Se da cuando un robot tiene más grados
de libertad en su espacio de configuración. Por ejemplo un, en un brazo
robótico de 6 DoF que puede realizar una tarea que se podría resolver con
3 DoF. Esta redundancia le permite ajustar su postura de diversas maneras
sin alterar el punto de trabajo o la posición del extremo operativo.

Redundancia Dinámica: Se refiere a la capacidad de un sistema robótico
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para aplicar más fuerzas o torques de los necesarios para una tarea, lo
que permite al robot ser más eficiente en la distribución de fuerzas, o que
pueda ser más estable en presencia de perturbaciones o incertidumbres.

Redundancia Sensorial: Se da cuando el robot tiene más sensores de los
estrictamente necesarios para una tarea. Por ejemplo, utilizar múltiples
cámaras o sensores táctiles que permiten obtener información redundante
sobre el entorno, lo que puede mejorar la robustez y la precisión en el
procesamiento de datos.

B.2. Ventajas de la Redundancia

Mayor flexibilidad: El robot puede elegir entre múltiples configuraciones
para realizar una misma tarea, lo que permite adaptarse a cambios en el
entorno o situaciones imprevistas.

Mejor Evasión de Obstáculos: Con redundancia cinemática, un robot
puede encontrar caminos alternativos para evitar obstáculos sin cambiar
su objetivo final.

Criterios de Optimización: A través de la redundancia, se pueden opti-
mizar criterios como la minimización del esfuerzo o la energía necesaria
para realizar el movimiento, o la mejora de la estabilidad.

Mejora la Precisión:: La redundancia sensorial puede aumentar la pre-
cisión al utilizar múltiples sensores que complementen la información
recogida..

B.3. Sistemas Redundantes

Sea un sistema de la forma:

ṙ(t) = J(q)v(t) (B.1)

donde:

ṙ(t) ∈ Rm es el vector que representa la posición y orientación del extremo
operativo en el espacio de la tarea.
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v(t) ∈ Rm es el vector de velocidades de maniobrabilidad del robot.

q(t) ∈ Rn es el vector de coordenadas articulares, es decir, los grados de
libertad del robot.

J(q) ∈ Rm×n es la matriz jacobianda del sistema, tal que:

J (q) : Rn → Rm (B.2)

se dice que el sistema es redundante cuando el número de grados de libertad n
del robot es mayor que el número de grados impuestas por la taream, es decir:

n > m (B.3)

En este caso, la matriz Jacobiana J(q) tiene más columnas que filasm < n, lo
que significa que el sistema es subactuado, es decir, existen múltiples soluciones
para v(t) que generan el mismo valor de r(t). En otras palabras, el robot puede
alcanzar una misma posición del extremo operativo con diferentes configuracio-
nes articulares, lo que da lugar a movimientos internos o redundantes.

La Figura B.1 muestra el mapeo lineal realizado por la jacobiana del sistema,
que se utiliza para proponer el controlador de seguimiento de trayectoria con
objetivos secundarios para mejorar el consumo de energía durante la tarea.

Figura B.1: Representación del mapeo lineal entre espaciosmediante el Jacobiano
(J).
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Como se puede observar:

N (J) = {v ∈ Rn/Jv = 0} (B.4)

es decir, el espacio nulo de N (J) está formado por todas las velocidades de
maniobrabilidad que no generan velocidades en el espacio de trabajo. mientras
que:

R (J) = {Jv/v ∈ Rn} (B.5)

es un subespacio de Rn que mapea al subespacio de Rm que contiene las veloci-
dades alcanzables del extremo operativo en el espacio de la tarea.

B.4. Solución de un Sistema Redundante

Dado que un sistema redundante tiene infinitas se presenta las ecuaciones para
determinar la solución particular y la solución general.

B.4.1. Solución Particular

También conocida como solución de mínima norma de v(t)

v(t) = J†ṙ(t) (B.6)

donde, J† es la matriz pseudoinversa por derecha de J, calculada por:

J†=J⊺(JJ⊺)
−1

m < n (B.7)

B.4.2. Solución General

v(t) = J†ṙ(t) +
(
I−J†J

)
v0(t) (B.8)

donde:

J†ṙ(t) : Solución de mínima norma de v(
I−J†J

)
v0(t) : Solución homogénea, velocidad en el espacio nulo de J
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donde,
(
I−J†J

)
es la proyección ortogonal en el espacio N(J) y q̇0(t) es una

velocidad arbitraria del espacio nulo, es decir, una velocidad proyectada en el
espacio nulo.

La solución homogénea genera movimiento internos del robot, es decir modifica
la contrafigura interna del robot sin modificar la velocidad del extremo operativo.
Utilizando esta característica de los sistemas redundantes se puede implementar
controladores basados en ele velocidad en el espacio nulo puede ser en función a
tareas secundarias u objetivos secundarios como:

Maximizar la cuantificación de la manipulabilidad w(q).

Evadir obstáculos.

Minimizar el consumo energético.

Evitar configuraciones no deseadas.

Evitar singularidades en el sistema.
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APÉNDICEC

Manipulabilidad

C.1. Índice de Manipulabilidad

Es un criterio mediante el cual se evalúan las posiciones angulares del robot en
la ejecución de una tarea o maniobra. Permite ver configuraciones no deseadas
del robot, es decir, cuando el sistema está en presencia de una singularidad
analizando el Jacobiano.

Según [110] propone una cuantificación de la medida de manipulabilidad por:

w(q) =
√

det (JJ⊺) para m ̸= n
w(q) = |det (J)| para m = n

(C.1)

Conocida como medida de manipulabilidad del estado con respecto al vector de
manipulación. Es claro que:

w(q) ≥ 0 y w(q) = 0 ⇔ rk < m con rk = rank(J) (C.2)
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donde, rk es el rango y representa la cantidad de valores singulares no nulos. Si
w(q) = 0 resulta cuando el brazo robótico entra en singularidad.

A continuación, se realiza el análisis de manipulabilidad para dos casos específi-
cos: el brazo robótico de 3DOF y el manipulador aéreo. Este análisis permitirá
comparar el desempeño de los dos robots en términos de su capacidad de movi-
miento y la presencia de posibles configuraciones no deseadas

C.2. Brazo Robótico de 3DOF

Consideremos al brazo robótico de 3DOF que se monta en la plataforma aérea
(Apéndice A.2.2). En la Figura C.1) se presenta el brazo robótico:

Figura C.1: Brazo robótico de 3 grados de libertad.

Consideremos un manipulador con n grados de libertad denotados por q y la
tarea r a realizar por el manipulador descrita conm variables dondem = n, y la
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relación entre q y r está dada por:

r = f(q) (C.3)

donde, q =
[
q1 q2 q3

]⊺ es el vector de las articulaciones del robot y r =[
rx ry rz

]⊺ es el vector de coordenadas de la tarea o de manipulación. La
velocidad de la tarea ṙ en función de las velocidades de las articulaciones q̇ está
dada por:

ṙ(t) = Jq̇(t) (C.4)

donde, ṙ ∈ Rm (conm siendo la dimensión del espacio euclidiano), q̇ ∈ Rn es
el vector de velocidades de maniobrabilidad del brazo robótico y J ∈ Rm×n es
la matriz Jacobiana del sistema.

C.2.1. Cinemática Directa

r(t) =

rxry
rz

 =

cos (q1) (l2 cos (q2) + l3 cos (q2 + q3))
sin (q1) (l2 cos (q2) + l3 cos (q2 + q3))
−l1 + l2sin (q2) + l2sin (q2 + q3)

 (C.5)

C.2.2. Cinemática Diferencial

ṙxṙy
ṙz

 = J(q)

q̇1q̇2
q̇3

 (C.6)
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donde:
j11 = −sin(q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))
j12 = cos(q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))
j13 = cos(q1) (l3cos(q2 + q3))

j21 = −cos(q1) (l2sin(q2) + l3sin(q2 + q3))
j22 = sin(q1) (l2cos(q2) + l3cos(q2 + q3))
j23 = sin(q1) (l3cos(q2 + q3))

j31 = 0
j32 = l2sin (q2) + l3sin (q2 + q3)
j33 = l3sin (q2 + q3)

(C.7)

C.2.3. Análisis de la Manipulabilidad

Ahora, analizaremos el comportamiento de la manipulabilidad en función de la
variación de todas las articulaciones del sistema (C.6). Para esto, se hace variar
cada articulación en el rango de q1, q2, q3 ∈ [−π, π]. La Figura C.2 presenta el
valor del índice de la manipulabilidad respecto a cada articulación del robot.

Figura C.2: Indice de manipulabilidad respecto a la variación de cada articulación
del brazo robótico.

Ahora, considerando las articulaciones que mas interfieren en el desempeño del
sistema. La Figura C.3 muestra el resultado del análisis en función de q2 y q3. La
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gráfica presenta dos mapas de calor, donde las regiones en color amarillo indican
los valores de máxima manipulabilidad, mientras que las áreas con tonalidades
azul corresponden a configuraciones articulares en las que el sistema entra en
una condición de singularidad, es decir, el índice de manipulabilidad tiene a cero.
Además, en la gráfica se se encierra en un rectángulo los valores que puede tomar
el robot según la Tabla A.2.

(a) Mapa de calor 3D. (b) Mapa de calor 2D.

Figura C.3: Comportamiento del índice de manipulabilidad respecto a las articu-
laciones q1 y q2 del sistema.

A partir de los resultados obtenidos en la Figura C.3 y la Figura C.2, en la Tabla C.1
se presentan cuatro configuraciones para las articulaciones del robot, donde se
alcanzan los valores máximos de manipulabilidad para el brazo robótico de 3DOF.

Tabla C.1
Valores de las articulaciones de máxima manipulabilidad del brazo robótico de
3DOF

Manipulabilidad q1 [rad] q2 [rad] q3 [rad]

w
1,3

(q) [−π, π] ±0,697027π ±0,393939π

w
2,4

(q) [−π, π] ±0,297979π ±0,393939π
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Sin embargo, la estructura mecánica del brazo robótico no permite que las arti-
culaciones adopten cualquier valor. En función de la constitución mecánica del
robot (Tabla A.2), el recuadro blanco en la Figura C.3b delimita el conjunto de po-
siciones alcanzables. Por lo tanto, las configuraciones articulares que maximizan
la manipulabilidad corresponde a w

2
y valores articulares cercanos asociados

con w1 .

C.3. Manipulador Aéreo

Figura C.4: Brazo robótico de 4 grados de libertad.

El robot manipulador aéreo, al estar compuesto por dos sistemas robóticos,
constituye un sistema altamente redundante, como se puede observar en el
modelo cinemático diferencial del robot (2.46). Así, se tiene que:

ṙ (q) = J (qu,qa)µ(t) (C.8)

donde, µ(t) ∈ R7 son las velocidades del robot, ṙ(q) ∈ R4 son las velocidades
de la tarea y J (qu,qa) : Rn → Rm es el Jacobiano del manipulador aéreo con
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n = 7 que es la dimensión del espacio de configuración del robot ym = 4, tal
que,m < n. Dado que hay más grados de libertad disponibles, el robot cuenta
con mayor flexibilidad para evitar singularidades. Esto le permite moverse en
múltiples direcciones sin inconvenientes y ajustar su postura para prevenir dichas
situaciones.

C.3.1. Análisis de la Manipulabilidad

De forma similar a la Sección C.2, se analiza el comportamiento del índice de
manipulabilidadw(q). A partir de (C.1), se considera el caso en el quem < n para
el manipulador aéreo (MA). Dado que en el sistema (C.8) existen múltiples grados
de libertad, el brazo robótico es el componente que puede entrar en singularidad,
ya que, como se observó en la sección anterior, puede tener configuraciones que
conduzcan al sistema a esta condición. Por tanto, el análisis de manipulabilidad se
realiza considerando las siguientes articulaciones y en el rango de:ψu, q1, q2, q3 ∈
[−π, π]. La Figura C.5 presenta el resultado del análisis de manipulabilidad
realizado.

Figura C.5: Indice de manipulabilidad respecto a cuatro articulaciones del mani-
pular aéreo.

Es evidente que el índice de manipulabilidad tiende a ser elevado, lo que de-
muestra que el robot posee una buena capacidad de movimiento en el espacio
operativo para todas las configuraciones evaluadas. Por lo tanto, se demuestra
que el robot es altamente redundante, lo que permite optimizar su postura para
otros objetivos, como la evasión de obstáculos o la optimización del consumo de
energía.
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Ahora, la Figura C.6 se presenta dos gráficas correspondientes a un mapa de
calor 2D y 3D, donde es posible visualizar el comportamiento del índice de
manipulabilidad en función de la variación de las articulaciones del brazo robótico
montado en el hexarrotor. En este caso, para el sistema (C.8), se identifican dos
configuraciones en las que el robot alcanza su máxima manipulabilidad. Sin
embargo, por la constitución mecánica del brazo robótico solo puede llegar a
una configuración en la que se alcanza la máxima manipulabilidad.

(a) Mapa de calor 3D. (b)Mapa de calor 2D.

Figura C.6: Comportamiento del índice de manipulabilidad del manipulador
aéreo respecto a q1 y q2.

A partir del análisis, en la Tabla C.2 se presenta el rango de valores para evitar
configuraciones cercanas a la singularidad y maximizar la capacidad del robot
para moverse eficientemente en el espacio operativo.

Tabla C.2
Rangos recomendados para q1 y q2 que garantizan una alta manipulabilidad.

Articulación Rango recomendado [rad]
q2 [− 1

3π,
1
3π]

q3 [ 14π,
3
4π]

Estos valores garantizan que el robot trabaje con una alta eficiencia en la mayoría
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de las configuraciones analizadas, proporcionando flexibilidad en la ejecución
de tareas y reduciendo el riesgo de configuraciones cercanas a la singularidad
que podrían comprometer su desempeño. Además, los rangos establecidos son
alcanzables dentro de los límites mecánicos del brazo robótico, asegurando su
factibilidad en la implementación práctica.

C.4. Elipse de Manipulabilidad

Otra medida del indice de desempeño para manipuladores es la elipse de mani-
pulabilidad [110]. La cual describe la relación entre las velocidades articulares y
las velocidades del extremo operativo en el espacio cartesiano.

Se analiza el comportamiento de la elipse de manipulabilidad en función de la
variación de las articulaciones q2 y q3 del manipulador aéreo, debido a su impacto
en la movilidad del extremo operativo. Para ello, se seleccionan valores dentro
del rango obtenido en la Tabla C.2, que aseguran una alta manipulabilidad. La
Figura presenta le elipse de manipulabilidad para q2 = π

4 y q3 = 7
18π.

La Figura C.8 presenta un análisis similar considerando únicamente el brazo
robótico de 3DOF. Para lo cual, se seleccionan dos configuraciones articulares:
una en la que el robot alcanza una singularidad (q2 = q3 = 0) y otra en la que se
encuentra muy cercana a esta condición (q2 = − π

36 , q3 = − π
16 ) en función a la

Figura C.3 y Tabla C.1, permitiendo evaluar el comportamiento de la elipse de
manipulabilidad.

Se puede observar que la elipse de manipulabilidad para estas configuraciones
el brazo robótico adopta una configuración en singularidad y otra muy cercana
a la singularidad. Se evidencia como la elipse se deforma significativamente,
indicando una reducción en la capacidad de movimiento del extremo operativo y
una posible pérdida de destreza en ciertas direcciones.

Considerando estos análisis de los indicadores de desempeño para el brazo
robótico y para el manipulador aéreo se observa que:

El tamaño y la orientación de la elipse indican la capacidad de movimiento
en distintas direcciones.
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(a) Elipse de manipulabilidad en el plano (dos ejes).

(b) Elipsoide de manipulabilidad (tres ejes).

Figura C.7: Elipse de manipulabilidad en configuración óptima.
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(a) Configuración en singularidad.

(b) Configuración cerca de singularidad.

Figura C.8: Elipse de manipulabilidad para dos configuraciones del brazo robó-
tico.
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El eje mas de la elipse indica que el extremo operativo tiene una alta
velocidad en esa dirección, permitiendo mayor libertad de movimiento.

Los ejes mas cortos indican una restricción en la movilidad, lo que podría
indicar proximidad a una singularidad o una limitación mecánica del
sistema.

El índice de manipulabilidad permite identificar que configuraciones de
las articulaciones del robot permiten optimizar y mejorar la capacidad de
movimiento del extremo operativo.

Observación C.3 Este análisis permite identificar configuraciones óptimas del
manipulador aéreo, asegurando un desempeño eficiente y reduciendo el riesgo de
alcanzar configuraciones cercanas a la singularidad.
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APÉNDICED

Propiedades del Modelo Dinámico

El modelo dinámico de un sistema robótico presenta propiedades que permiten su
análisis y la implementación de controladores [70]. A continuación, se describen
las principales propiedades:

D.1. Propiedad de la Matriz M̄(q)

La matriz de inercia M̄(q) es:

Simétrica (por construcción):

M̄(q) = M̄⊺(q) (D.1)

Inversa definida positiva M̄(q)−1
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Definida positiva: Para cualquier vector x,

x⊺M̄(q)x > 0 ∀x ̸= 0 (D.2)

Acotamiento por arriba y por debajo:

λmı́n

(
M̄(q)

)
I ≤ M̄(q) ≤ λmáx

(
M̄(q)

)
I ∀q ∈ Rn (D.3)

donde, λmin(•) y λmin(•) representan el valor propio más pequeño y el
valor propio mas grande de M̄(q) respectivamente. La propiedad dice que
para ninguna configuración del robot, puede ocurrir que M̄(q) no genere
energía cinética con el robot en movimiento.

Es una propiedad clave para garantizar estabilidad en los sistemas de control y
para el cálculo de energía cinética del sistema.

D.2. Propiedad de la Matriz C̄(q, q̇)

La matriz C̄(q, q̇), que representa las fuerzas centrífugas y de Coriolis en el
modelo dinámico, presenta las siguientes propiedades fundamentales:

Dependencia lineal en q̇: La matriz C̄(q, q̇) depende linealmente de las
velocidades articulares q̇. Esto implica que si:

q̇ = 0 ⇒ C̄(q, q̇) = 0 ∀q ∈ Rn (D.4)

Relación con la matriz de inercia: Los elementos de la matriz C̄(q, q̇) se
calculan a partir de la matriz de inercia M̄(q) y sus derivadas parciales.
Los términos de Christoffel c̄ijk y están definidos como:

c̄ijk =
1

2

(
∂m̄ij

∂qk
+
∂m̄ik

∂qj
− ∂m̄jk

∂qi

)
(D.5)

donde, m̄ij son los elementos de la matriz de inercia M̄(q). El término
correspondiente a la matriz C̄(q, q̇) es:

c̄ij =
n∑
k=1

c̄ijkq̇k. (D.6)
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D.3. Antisimetría (Skew-symetry)

Antisimetría de la matrizN(q, q̇) = ˙̄M(q)− 2C̄(q, q̇).

La matriz C̄(q, q̇) garantiza la correcta conservación de la energía cinética
del sistema. Esto se refleja en la siguiente propiedad:

q⊺

[
d

dt
M̄(q)− 2C̄(q, q̇)

]
q = 0 (D.7)

asegura un balance dinámico interno.

D.4. Linealidad en los parámetros dinámicos

El modelo dinámico es lineal respecto a los parámetros dinámicos (ϑ), por lo
tanto, el modelo dinámico se puede expresar como:

τ = Y(q, q̇, q̈)ϑ (D.8)

donde, Y ∈ Rn×η es la matriz de regresión que depende de las posiciones,
velocidades y aceleraciones articulares del robot.

D.5. No linealidad

El modelo dinámico es intrínsecamente no lineal, debido a las dependencias
de las matrices M̄(q), C̄(q, q̇) y el vector gravitacional ḡ(q) respecto a las
configuraciones articulares.
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APÉNDICEE

Ecuaciones del Modelo Dinámico

E.1. Modelo Dinámico en Función a Torques

El modelo dinámico en función de torques está descrito de la forma:

τ (t) = M̄ (q) q̈(t) + C̄ (q, q̇) q̇(t) + ḡ (q) (E.1)

E.1.1. Matriz de Masas o de Inercia

M̄(q) =



m̄11 m̄12 m̄13 m̄14 m̄15 m̄16 m̄17

m̄21 m̄22 m̄23 m̄24 m̄25 m̄26 m̄27

m̄31 m̄32 m̄33 m̄34 m̄35 m̄36 m̄37

m̄41 m̄42 m̄43 m̄44 m̄45 m̄46 m̄47

m̄51 m̄52 m̄53 m̄54 m̄55 m̄56 m̄57

m̄61 m̄62 m̄63 m̄64 m̄65 m̄66 m̄67

m̄71 m̄72 m̄73 m̄74 m̄75 m̄76 m̄77


(E.2)
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APÉNDICEF

Identificación y Validación del Modelo Dinámico

La identificación y validación de los parámetros del modelo dinámico del robot
manipulador aéreo se hace uso de datos reales para estimar los valores de los
parámetros que mejor describan el comportamiento del sistema en condiciones
de vuelo reales.

F.1. Proceso de Identificación y Validación

El procedimiento consiste en dos etapas:

1. Proceso en línea (On-Line).

2. Proceso fuera de línea (Off-Line).
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F.1.1. Proceso en Línea

Esta etapa consiste en inyectar señales de referencia al robot real µxi ∈ R7.
Obteniendo así señales reales que proporciona el robot µ0(t) ∈ R7 en función a
las velocidades de referencia inyectadas (Figura F.1). Es importante mencionar
que las señales de referencia deben ser capaces de excitar toda la dinámica del
robot. En [201] se presenta la excitación del manipulador aéreo físico para la
obtención de las señales del robot.

Figura F.1: Proceso en línea (On-Line).

F.1.2. Proceso Fuera de Línea

Este proceso se ejecuta fuera de línea, es decir, una ves obtenido varios datos del
robot en función a múltiples señales de referencia (Figura F.2). Seguidamente
se realizar la identificación de los parámetros utilizando el modelo matemático
planteado mediante cualquier método de identificación, por ejemplo, mínimos
cuadrados o métodos de optimización. Finalmente, se realiza la validación del
modelo con los parámetros obtenidos de la identificación.

Figura F.2: Proceso fuera de línea (Off-Line).
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El objetivo de este procedimiento es ajustar de la mejor manera posible el modelo
dinámico hasta que represente con gran similitud la respuesta del manipulador
aéreo ante distintas señales de excitación µxi ∈ R7.

F.2. Validación del Modelo Dinámico

La validación del modelo dinámico permite observar y verificar que los pará-
metros identificados del modelo dinámico (Apéndice E.2) son aceptables. Esto
se hace mediante la comparación ante las entradas de referencia µxi ∈ R7

inyectadas al robot manipulador aéreo (Apéndice A) de las velocidades reales
obtenidas el robotµ0(t) ∈ R7 con las velocidades obtenidas del modelo dinámico
µ̄(t) ∈ R7. Para la validación se considera dos vectores diferentes de velocidad
de referencia µxi ∈ R7. La Figura F.3 muestra el comportamiento del modelo
con el primer tipo de señales de referencia para el hexarrotor, mientras que la
Figura F.4 muestra el resultado para el brazo robótio.

Figura F.3: Velocidades del hexarrotor.
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Figura F.4: Velocidades de las articulaciones del brazo robótico.

Las señales con el subíndice “ex” representa la velocidad de excitación al sistema
robótico, “real” representa la velocidad real producida por el robot y “mod” es la
velocidad obtenida del modelo dinámico del manipulador aéreo.

Ahora, la Figura F.5 muestra la validación del modelo dinámico con entradas de
referencia step-type para la plataforma aérea y la Figura F.6 para las articulaciones
del brazo robótico. La similitud entre las señales reales y las del modelo valida el
modelo dinámico identificado.

Observación F.1 Las señales utilizadas para la validación del modelo dinámico
son diferentes de las señales utilizadas para la identificación de los parámetros del
modelo.
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Figura F.5: Velocidades del hexarrotor ante señales de tipo escalón.

Figura F.6: Velocidades del brazo robótico ante señales de tipo escalón.
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F.3. Parámetros del Modelo Dinámico

El modelo dinámico cuenta con viente y siete parámetros, los cuales se muestran
en la Tabla F.1

Tabla F.1
Parámetros identificados y validados del modelo dinámico en función a velocidades
de referencia

ϑ1 = 0,947549 ϑ2 = 0,919743 ϑ3 = 9,4858× 10−4

ϑ4 = 0,00589 ϑ5 = 0,348479 ϑ6 = 0,00327298
ϑ7 = 0,101957 ϑ8 = 0,358049 ϑ9 = 0,104979
ϑ10 = 0,00103795 ϑ11 = 0,00327298 ϑ12 = 0,103164
ϑ13 = 0,373259 ϑ14 = 0,391826 ϑ15 = 0,133687
ϑ16 = −0,114953 ϑ17 = −0,0108092 ϑ18 = 0,207709
ϑ19 = 0,478103 ϑ20 = −0,0363918 ϑ21 = 0,783627
ϑ22 = 0,764114 ϑ23 = 0,997509 ϑ24 = 2,67153
ϑ25 = 0,968225 ϑ26 = 0,978286 ϑ27 = 2,19235
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